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AVANT-PROPOS 



Dans le cours que j'ai professé au Collège de France, pendant les 
années 1898-1899 et 1899-1900 ('), et dont diverses circonstances 
ont retardé la publication, je me suis proposé principalement de 
rechercher comment s'exerce l'influence des conditions aux limites 
sur le mouvement des fluides. 

S'il s'agit des liquides, la question revient à un problème analo- 
gue à celui de Dirichlet, le problème de Neumann (*) qui fait l'objet 
du premier Chapitre de cet ouvrage. La théorie des fondions har- 
moniques a subi, dans ces derniers temps, d'importants perfection- 
nements dont la plupart ne se rattachaient que de loin à mon sujet ; 
j'ai utilise, en les empruntant à un mémoire de M. Stekloff, ceux 
qui intéressent directement le problème de Neumann. 



( f ) Les Chapitres I à IV correspondent sensiblement au cours de 1898- 1899, 
et les Chapitres V-VII. à celui de 1899-1900. J'ai toutefois rajouté à l'impres- 
sion la discussion de la méthode de Neumann d'après M. SteklofT (N°* 1£- 
IC), les conditions nécessaires pour le minimum du potentiel élastique 
S° 270) et les notes finales. 

(») C'est du moins, la dénomination que j'ai adoptée dans le texte, arec 
M. SteklofT. Dans les récents travaux relatifs aux fonctions harmoniques, qui 
ont paru pendant l'impression du présent ouvrage cette même dénomination 
est employée avec un sens tout différent. 11 y aurait donc lieu de la modifier, 
d'autant plus que, si Fr. et C. Neumann ont reconnu l'importance du pro- 
blème en question, la priorité, au moins en ce qui regarde la publication 
imprimée, parait revenir à Bjerknes et à Dini. 



VIII AVANT-PROPOS 

Dans le cas des gaz, on est, au contraire, conduit à la théorie 
d'IIugoniot, sur laquelle l'attention a été attirée depuis quelques 
années, grâce aux leçons d'Hydrodynamique, Elasticité et Acous* 
tique de M. Duliein. 

Pour rendre tous les services que la Mécanique peut en attendre, 
cette théorie, — même telle que la développent les Mémoires Sur la 
propagation du mouvement dans les corps (Journal de l'Ecole 
Polytechnique, tome XXXIII, cah. 57-59), où la notion de compa- 
tibilité est mieux dégagée que dans le Mémoire du Journal de 
Liouville, — m'a paru réclamer quelques compléments. C'est ainsi 
que j'ai dû mettre en évidence les faits d'ordre purement cinéma- 
tique en les séparant de ceux qui dépendent des propriétés dyna- 
miques du mouvement. Moyennant cette distinction, ainsi qu'un 
devait s'y attendre, beaucoup de points de vue s'éclaircissent. Grâce 
à elle, en particulier, une représentation géométrique apparaît im- 
médiatement. Celle-ci, à son tour, permet de rendre plus étroite 
l'analogie qui existe entre les ondes telles que les conçoit Hugoniot 
et celles que considère la mécanique vibratoire. 

Enlin, il y avait lieu de rapprocher,de la théorie d'IIugoniot celle 
des caractéristiques des équations à plus de deux variables indé- 
pendantes qui en est l'expression analytique et dont J. Beudon, 
avant sa mort cruellement prématurée, a pu poser les fondements. 

La résolution du problème de Cauchy pour les équations linéai- 
res, suivant la voie ouverte par Kirchliolf, se relie d'une manière 
directe à la notion de caractéristique et se plaçait naturellement après 
elle. Je n'ai toutefois pas développé dans tous ses détails une théorie 
qui, malgré les importants travaux publiés depuis l'époque où ce 
Cours a été professé, n'est pas encore parvenue à sa (orme défini- 
tive. 

Au reste, par sa nature même, un exposé comme celui dont j'ai 
essayé de définir ainsi l'objet et qui, à la rigueur, comprendrait 
toute la- mécanique des milieux continus, ue saurait être complet, 
et je n'ai pas eu la prétention de l'être. 



AVANT-PROPOS IX 

Je liens à remercier ici M. Guadet, ancien élève de l'Ecole Poly- 
technique, dont la collaboration m'a élé très précieuse. Je lui dois 
en grande partie la rédaction des deux premiers Chapitres, dont il a 
également perfectionné certaines démonstrations. Je suis très heu- 
reux d'ailleurs d'exprimer ma reconnaissance à tous mes auditeurs 
du Collège de France, dont l'aide complaisante a facilité à bien des 
égards la publication de ces leçons. 

J. Hadamard. 
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Lire : 



Page 25, ligne 7 en remon 
Unt 



Page 26, avant-dernière 
formule, an second mem- 
bre 

toge 28, ligae 13 (formule). 

Page 35, ligne 3 (formule). 
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Page 57. lign* . . . . hermonique 
Page 77. ligne 4 en remon- 
tant les Initiales devenues 

Page 83. noie Journal de T Ecole Poly- 
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Pau'* 102, ligne 3», en re- 
montant 

Page 129, dernière ligne 

Pagn 130, formule (4) . 

Pages 132 et 133, passim 
Page 133, formule (8) . 
Page 144, ligna 11 en re 

montant 

Page 158, ligne 5. . . 

Page 163, formule (32) . 

Page 170, formule (53). 
Page 172, ligne 7. . . 



Id., ligne 10 

Page 1*7. ayant-dernière 
ligne 

Page 190, ligne 9 en re- 
montant 

Page 202. ligne 16 . . . 

Page 205, ligne 8. . . . 

Page 225, troisième for- 
mule (1) 

Page 233, ligne 16 . . . 

Pag- 239, ligne 13 (for- 
mule) 

Page 2t'4). ligne 14 . . . 

Page 270, ligna 7 en re- 
montant 

Page 28(i, ligne 3 en re- 
montant 
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Page 287, ligne 6, en re- 
montant 

Page 21*7, ligne 10 en re* 
montant 



Id., ligne 6 en remontant. 
Paire 314, not«* 



Nous retrouvons donc les Son» retrouverons donc, si 
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Ici fuemen conclusions 
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L'évauoui«»emeut tituul- LYtanouiMeui'Ut timultané 
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ERRATA 3 

An lieu de : Lire : 

Page 316, 6* ligne de la 

note Optik Optik 

Page 319, ligne 11 . . . H (a?,, ... x 2t x m ) n (a?,, a? 2 .... x m ) 
Page 331, ligne 11 en re- 
montant ou de leurs dérivés ou de leurs dérivées 

Page 336, dernière ligne. a, 6, c a, ô, c 



CHAPITRE PREMIER 



LE DEUXIÈME PROBLÈME AUX LIMITES DE LA THEORIE 
DES FONCTIONS HARMONIQUES (1) 



§ I. — PROPRIÉTÉS CLASSIQUES DES FONCTIONS HARMONIQUES 



I. — On sait qu'une fonction V est dite harmonique dans un domaine 
D si, pour tous les points intérieurs à D, elle même et ses dérivées des deux 
premiers ordres ont des valeurs déterminées et si de plus 

1° elle satisfait à l'équation AV = ; 

2° dans le cas où le domaine D est illimité, elle est régulière à l'inGni, 
c'est-à-dire qu'elle se comporte comme un potentiel et ses dérivées, comme 
les dérivées d'un potentiel. 

Sont harmoniques, en dehors des masses attirantes : 

f * les potentiels de distributions spatiales 



///*- 



v dy dz 



{*> Voir entre autres : Bjerknbs, Sur le mouvement simultané des corps, Act. 
Soc. Se. Christiania, 1868-1871 ; Dini, SulV Equazione A 2 u — 0, Annali di Mate- 
matica, série II, tome 5; 1871 ; Betti, Prinoipii dcll Idrodinamica razionale, Mem. 
Ac. Se. Bologne, tomes 1-5, 1871-1874; C. Nkumanw, Untersuchungen ùber das 
Logarithmische und Newton'sche Potential, Leipzig, 1877; Fr. Nkumann, Potential 
und Kugelfunctionen, édité par C. Neumann, Leipz. 1887 ; Stbklofp, C. R. Ac. 
Se., passim ; Les Méthodes générales pour résoudre les problème* fondamentaux 
it la Physique mathématique, Ann. Fac. Se, Toulouse, 2 e série, tomo II, et un 
autre onrrage (en russe) de même titre, Kharkow ; 1901 ; Poincaré, passim, etc. 
Hadahabo 1 



CHAPITRE I 

2° les potentiels de simples couches 



JJ' 



rfS 



3' iph potentiels do doubles couche» 



./ J »î> 



fonctions du |K)int M dans lesquelles U désigne une fonction de l'élément 
d'intégration appelée densité ou épaisseur. 

A la seule condition que l'épaisseur U soit partout finie, ces potentiels 
sont partout finis et continus ainsi que leurs dérivées premières, excepté, 
s'il s'agit de potentiels superficiels, sur la surface qui les porte : surcelliwi 
il y a discontinuité pour le potentiel de double couche et pour les dérivées 
premières du potentiel de simple couche : les intégrales qui représentant 
soit la première de ces fonctions, soit la dérivée normale de la second* 
subissent deux augmentations brusques égales à 2^11 lorsqu'on passe d'un 
point pris dans le voisinage de la surface et du côté de la normale positive 
à un |K>iut pris sur la surface, puis lorsqu'on passe de ce dernier à an 
point pris dans le voisinage de l'autre côté. Les dérivées langentielles du 
potcMiliel de simple couche, au contraire, restent continues. La dérivée 
normale du potentiel de double couche reste également continue sous cer- 
taines concluions de continuité de l'épaisseur l\ lesquelles sont, en parti- 
culier, vérifiée* si Ta, sur la surface des dérivées premières et secondes M. 

Si V est une fonction harmonique, dans un domaine, on a, en dési- 
gnant jwir r le rayon vecteur issu d'un point quelconque de la surface 
limite et aboutissant au point A : 



• /Y (y /-'TU . *"•"'*" 



i est extérieur au domaine, 
est intérieur. 
Cette formule exprime la valeur de V en A en fonction de ses valeurs et 



i 1 Voir, par *vni|il*, LiapounoA : .Sur le» }*>trntieh dédouble couche, Kh«rL«>w, 
1*V7 ; ri Sur certaines quntvjn* qui se rattachant au jtrobtt'me de Itirichtet. Jour- 
nal cU M Atb«''iniitjquF«, ! W. 
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de celle de sa dérivée normale sur une surface quelconque entourant ce 
point, et cela sous forme d'une somme de potentiels de simple et dédouble 
couche. 

On en conclut qu'une fonction harmonique dans un domaine : 

1° est analytique, c'est-à-dire développable en série de Taylor autour de 
tout point intérieur au domaine ; 

2° ne peut avoir ni maximum ni minimum en un point intérieur. 

La première de ces deux propriétés peut encore s'énoncer sous la forme 
suivante : 

Si deux fonctions harmoniques V t et V 2 sont définies dans deux domaines 
D f et D 2 extérieurs l'un à l'autre, mais ayant une frontière commune 2 ; si 

leurs valeurs V t et V a ainsi que celles de leurs dérivées normales -r- 1 et -r- 8 

(celles-ci comptées toutes les deux dans le même sens) sont les mêmes 
sur Z, V, et V 2 , sont le prolongement analytique Tune de l'autre. 

La seconde ?e généralise en ce sens que non seulement une fonction har- 
monique ne peut avoir ni maximum ni minimum, mais que étant données 
les limites extrêmes L et L' de cette fonction sur une surface fermée, on 
peut trouver, pour la différence des valeurs qu'elle prend en deux points 
donnés situés à l'intérieur de celle surface, une limite supérieure qui est 
une fraction déterminée de L' — L. L'une des conséquences de celte 
remarque est le théorème de Harnack, d'après lequel : 

1* Une série dont les termes sont des fonctions harmoniques et positives 
dans un domaine D ne peut être convergente en un point intérieur à ce 
domaine sans être uniformément convergente et harmonique ainsi que les 
séries dérivées, dans tout domaine intérieur à D ; 

2* Une série de fonctions harmoniques uniformément convergente sur la 
frontière d'un domaine est d'ailleurs uniformément convergente et harmo- 
nique dans tout ce domaine. 

2» — La notion de fonction harmonique peut s'appliquer à un nombre 
quelconque de variables. Dans le plan, on sait que toute fonction harmo- 
nique est la partie réelle d'une fonction syncclique de la variable ima- 
ginaire x =x -+- iy, et réciproquement. Soit V la fonction harmonique, 
V -4- *W la fonction syneclique : W est un*» autre fonction harmonique, 
qui sera dite conjuguée de V. On a : 

ftV __ d\V 
ds ~ "dn ' 



CHAPITRE 1 



où ds est un élément d'arc quelconque, dn un élément d'arc normal au 
premier et positif à gauche. On en tire : 

Une fonction conjuguée est donc déterminée à une constante prés. V étant 
uniforme, W ne le sera que si 



s 



-.- a s = 
dn 



le long du ou de l'ensemble des contours limites. 
La fonction qui joue, dans le plan, le même rôle que - dans l'espace est 

log -. Elle donne naissance à des potentiels ('potentiels logarithmiques). 

analogues à ceux dont nous venons de parler au u° I , et qui sont harmo- 
niques dans toute région du plan extérieure aux ligues ou surfaces atti- 
rantes. 

Une fonction harmonique dans le plan est dite régulière à rinfini si 
l'on peut trouver deux constantes M et C telles que l'allure de la fonction 
à l'infini soit celle de 

M log ! -.- f.. 
c r 

!!• Problèmes aux limites. — - On peut se proposer de déterminer une 
fonction V harmonique suit par la connaissance de ses valeurs V sur 

la frontière, soit par celle des valeurs -r- de sa dérivée normale, soit 

dV 
par celle des valeurs d*> . - — h V, h étant une quantité positive. Le pre- 
mier de ces problèmes est le i^n'dhnr de hirirhlrt : problème intérieur 
quand tout le domain»' d'intégration est a distance Unie; problème »*.r- 
iêneiir quand il s'étend .i l'iulini en tous s«»ns : dans ce dentier ca*, il est 
bien entendu que la fonction doit rire reptilien» à l'inl'iui. 

Si le problème de hiriclilct a une solution, il n'en a qu'une, sauf s'il 
s'rtptdu problème extérieur dan* le pi. m. car .ilors l,i condition que deux 
font lions soient régulière» a l'iulini n'implique pas que leur différence vsoit 
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nulle. Il faudra donc se donner alors Tune des deux constantes M et C. 
On ne peut pas toujours se donner arbitrairement C, mais on peut toujours 
se donner M ; par exemple, s'imposer la condition que M = 0. 

4« — La question relative aux fonctions harmoniques dont la solution 
intéresse le plus l'hydrodynamique n'est pas le problème de Dirichlet, 
mais le deuxième problème aux limites ou problème de Neumann, celui 
dans lequel on donne les valeurs de la dérivée normale. Ce deuxième pro- 
blème aux limites, dont l'étude est beaucoup moins avancée que celle du 
problème de Dirichlet, est celui dont nous allons nous occuper maintenant. 
Il peut être, comme le premier, intérieur ou extérieur. Dans le premier 
cas, le théorème de Gauss fournit une condition de possibilité 



(i) 



1//*— 



dans l'espace, 



dans le plan, 



les intégrales étant prises sur l'ensemble des frontières du domaine. Par 
contre, si le problème est possible, il entre évidemment une constante 
arbitraire additive dans la solution. 

Dans le cas du problème extérieur, il n'y a pas de condition de possi- 
bilité, et pas de constante arbitraire addjtive si l'on est dans l'espace, à 
cause de la condition de régularité. Dans le plan, au contraire, la constante 

additive C subsiste. Quant à la constante M du terme M log - > elle est dé- 
terminée par le théorème de Gauss 



__ I C dS 



ds. 



5. Problèmes généralisés. — On peut encore déterminer une fonction 
U par la condition 

(2) au = /; 

où /est une fonction donnée, et par des conditions aux limites semblables 
aux précédentes. 



6 CHAPITRE I 

Les problème» ainsijposés se ramènent immédiatement aux problème* 
sur les fonctions harmoniques correspondant». 
Posons en effet 

lï = - W -h V, 

W étant le potentiel spatial 

AV r 

y- ï + w 

ihi ttn dn 

Une transformation analogue ferait disparaître, au lieu du second membre 
de l'équation aux dérivées partielles, celui de la condition aux limites. 



On a 



avec 



ou 



S 2. — LE DEUXIÈME l'ROHLKME AUX LIMITES 
EXISTENCE DE LA SOLUTION 

6. — Lord Kelvin a indiqué, pour établir l'existence de la solution du 
deuxième problème aux limites, une méthode analogue à celle qu'adonnée 
Riemaun pour le problème de Dirichlet. Cherchons le minimum de Tinté* 
K^ale 



pour les fonctions V satisfaisant à l'équation 
(8i 



K / / VF //S 



«/ %/ 



où K est une constante arbitraire, mais non mille; nous désignons par F 
les valeurs donnée* de la dériwV normale mit la surface. 
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Si on suppose la condition de possibilité remplie, soit 



/s 



(1) / / FdS = 0, 

I est positif quelle que soit la fonction V et ne s*annule pas si l'équa- 
tion (3) est vérifiée : en effet I ne peut s'annuler que si V est une constante, 
ce qui donnerait (en vertu de l'équation (1') ) 

K = 0. 

Dès lors on est amené à penser que I a, pour les fonctions V satisfaisant 
à l'équation (S), un minimum positif. Si on suppose, ce [qui n'est pas 
démontré, que ce minimum est réellement atteint pour une fonction V 
particulière, on peut démontrer avec lord Kelvin que cette fonction V 
constitue, à un facteur constant près, une solution du problème aux limites 
proposé. 

Changeons en effet V en V-+-s W dans I, celle-ci devient I -h 8, 1 -4- o,l -+- . .. 
on 5„I représente l'ensemble des termes en e n dans le développement de I 
effectué suivant les puissances croissantes de c On doit avoir 

3,1 = 

quelle que soit W, pourvu que celte fonction satisfasse à 



(3'> / / WFdS = 0. 

Mais 



fi 



= 2t | / I W dl dS ~ I I WAVdxdyd* ' 



Il faut donc que l'équation 



(4) / / w^rfS-H / / / Wb\'dxdydz = 
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soit une conséquence de l'équation (S'). Prenant d'abord pour W une 
fonction nulle sur la surface et ayant le signe de AV partout ailleurs, ou 
voit qu'il faut avoir dans tout le domaine 

AV = 0. 

L équation (4) se réduit dès lors à son premier terme. Elle montre que -.— 
doit être proportionnel ù F. 

En effet, nous allons voir que, quelle que soit la fonction U, on aura 









Un 

X étant un nombre bien déterminé. Il suffit évidemment de montrer que 
ce rapport est le même pour deux fonctions quelconques U et U'. Or v 
quelles que soient Y et U', on peut toujours trouver une constante p telle 
que U -+- nU' substituée à W dans l'équation ,3) satisfasse à cette équation. 
Elle devra donc satisfaire aussi à l'équation 



/y* s*-* 



ce qui suffit à démontrer la proposition. On en lire 






quelle que soit la fonction ! ; il faut donc que tous les éléments de l'inté- 
grale soient *éparéinents nuls, soit : 



(5) 



/ 



dn> 



t.. U. F. D. 



Hé« iproquement , une fonction harmonique Y satisfaisant à l'équation (S) 
satisfera ù l'équation (3). K étant convenablement choisi, et, parmi toutes 
les autres fonctions satisfaisant à cette équation 3), rendra uiinima Fin» 
g raie I. 

Il «»<»( d'ailleurs clair que le raisonnement précèdent proie aux mêmes 
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objections que le raisonnement analogue de Riemann, rien ne permettant 
d'affirmer l'existence du minimum considéré. 

T. — En réalité, non seulement on n'est pas certain, a priori, qu'un pro- 
blème quelconque de calcul des variations ait une solution, mais il est aisé 
de Toir que le cas où la solution existe ne doit en aucune façon être consi- 
déré comme plus général que le cas opposé. 

Considérons, par exemple, l'intégrale 



/ 



\/dx 2 -t- dy* 



Si Ton cherche le minimum de cette intégrale relativement aux différents 
arcs de courbes qui joignent entre eux deux points A et B du plan, on voit 
que ce minimum existe et est fourni par le segment de droite AB. 

Cherchons maintenant le minimum de la même intégrale, lorsqu'elle est 
étendue, non plus à tous les arcs de courbes qui joignent A et B, mais seu- 
lement à ceux de ces arcs qui admettent en A et B des tangentes données. 
H est aisé de constater que ce minimum n'est pas effectivement atteint. Il 
existe, en effet, des lignes (par exemple des arcs de coniques de plus en plus 
aplaties) admettant en A et B les tangentes données, et dont la longueur 
diffère d'aussi peu qu'on veut de celle de la droite AB. Cette dernière lon- 
gueur est donc le minimum cherché : or, elle ne correspond à aucune ligne 
satisfaisant aux conditions du problème. 

Nous avons donc ainsi deux problèmes de calcul des variations dont l'un 
admet une solution, l'autre non. Or, il n'y a aucune raison, a priori, pour 
se poser l'un de ces problèmes plutôt que l'autre, et c'est le second qu'il 
aurait été le plus naturel d'envisager si, dans l'intégrale proposée, la fonction 
inconnue avait ligure non seulement par sa dérivée première, mais encore 
par sa dérivée seconde. 

D'une manière générale, considérant l'intégrale 



r 



F (•*-, y. y', .... // : M dx 



et étant données les valeurs de y, y ',..., y\ % ') pour .r = .r et pour x = x if les 
méthodes classiques du calcul des variations apprennent à trouver le mini- 
mum de l'intégrale si v <. \l — 1. Mais si, au contraire, v > u, le minimum 
ne^t pas effectivement atteint (sauf pour des valeurs particulières des don- 
née!). 
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H. — La théorie des fonctions harmoniques elle-même fournil aisément des 
exemples analogues. Cherchons, en effet, le minimum de l'intégrale 



1 ^r 



///[&+(%)'+(%)']<«"■■ 



la fonction V étant assujetti** à cette double condition que Y et sa dérivée 
normale prennent, sur la surface S limite de T, des valeurs données "V et V.'. 
Si un tel minimum était atteint, il correspondrait nécessairement à une fonc- 
tion harmonique, alors qu'il n'en existe aucune vérifiant à la fois les deux 
séries de conditions aux limites données. 

Le minimum est d'ailleurs fourni par la fonction harmonique V f qui prend 
sur S les valeurs données V. C'est ce que Ton constatera (du moins dans le 
cas où cette fonction a ses dérivées Unies au voisinage de S) en considérant 
les fonctions de la forme 



où X est une constante positive ; ?, une fonction quelconque satisfaisant, sur 
cl»' 



8, aux conditions * = V, . r - V„'; F = l'équation de S r F étant positif 



»\r 













iF >F >F 

à l'intérieur de T el les dérivées '—• '—-» ~ n'étant pas toutes nulles sur S. 

\\c c*y «*«• 

On aura 

F ^V,--,) .. .*( _F_ \ 

On voit par là que la fonction V satisfait, quel que soit X, aux conditions, 
aux limites données, puisque V ê — s est seul sur S. De plus, en vertu des 

V « 

hypothèses faites sur V et sur F, le quotient -%• — ne dépasse pas une 

certaine limita K : il en résulte qu»» les dérivées de V sont partout inférieures 
en valeur absolue à une limite imlrpnntantr //<> >.. 

!>t*s lors, l'intégrale I, pour X 1res petit, tend ver* la quantité 

«.- f f f[W •■<'!;t-(*;\'\*+'* 

t c- t T 

aiiiM qu'on 1«* voit m divisant l'intégrale en deux parties, l'une relative à la 
région ou F v. i, et qui tend vers îéro avec i (quel que soit X) parce que 
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le volume d'intégration est infiniment petit ; l'autre relative à la région où 
F > e et où (e ayant une valeur déterminée quelconque) les différences 

àx àx c*y c*y ù2 ùz 

«ont infiniment petites avec X. 

Le minimum cherché est donc I et ne peut être atteint par des fonctions 
satisfaisant aux conditions imposées ('). 



§ 3. - CAS DU PLAN 

9. — Dans le plan (Dini, /oc, cit.), le deuxième problème se ramène 
immédiatement au premier. 
En vertu de l'équation 

dX _ _ rfW 

dn ds 

où W est la fonction conjuguée de la fonction cherchée V, on est évidem- 
ment conduit aux opérations suivantes : 

1° Quadratures pour déterminer W le long des contours limites ; 

2° Résolution du premier problème aux limites sur la fonction W ; 

3* Dérivation de W et quadrature 

iO. Discussion de la solution. — 1° Problème intérieur. — Bien en- 
tendu la condition de possibilité est vérifiée, soit 



(i) / £* = o. 



/■ 



l'intégrale étant prise le long de l'ensemble des contours tant extérieurs 

qu'intérieurs. 

( l ) Tout récemment, M. Hilbert est arrivé à modifier le raisonnement de Riemann 
d« manière à prouver l'existence de la solution pour le problème de Diriehlet et 
même, plu généralement, pour un problème quelconque de calcul d«s variations, 
■noyeontnt, bien entendu, des conditions restrictives dont la nécessité résulte de ce 
*m not» venons de dire. 
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Si l'aire donnée est à un seul contour, celte condition exprime que la 
fonction W est uniforme le long de ce contour, puisque Ton a 






grale f 



Dès lor-, la fonction W est bien déterminée dans toute Taire, et Tinté- 

. du — * — dx t uniforme dans la même aire, fait connaître la 

k\c J ùy * ' 

fonction cherchée. 

rdV 
. cis ne sera pas, en général, 

nulle sur chacun d'eux, et par conséquent, la fonction W aura sur ces 
contours, des périodes. Mais on fera disparaître n — fl de ces périodes (et, 
par suite, la w*" - , en vertu de l'équation (1)) en retranchant de la fonc- 
tion V -+- i\V, des fonctions logarithmiques convenablement choisies, par 
exemple de la forme 

\ log (x -t- iy — j h ) (h = \,2 n — t), 

s ( , 2j, ... a„_, étant les af fixes de points situés respectivement à l'intérieur 
des n — fl contours intérieurs et les X des constantes réelles. Les terme 
ainsi introduits ne modifient d'ailleurs V que d'une quantité uniforme. 

Cette précaution étant prise, on connaîtra les valeurs de W aux limites» 
mais seulement à une constante additive près sur chaque contour. 

Lorsque n ■-- I, la constante unique ainsi ajoutée aux valeurs de W au 
contour s'ajoute par cela même à la fonction W dans toute Taire : elle est 
sans inlluence sur la valeur de V. 

Mais, pour n ^> \, une seule des constantes additives r,, r Jt .., r m cor- 
respondant respectivement aux différent» contours C |t C Jf .... C n de Taire 
peut être considérée comme in>igiiilianle. Les n — 1 autres (ou plutôt les 
différences r, — r„, c, — '*,,, ..., c m _ , — c m ) inlluent d'une manière essen* 
tielle sur la fonction W. 

I) autre part, pour que la fonction Vsoil uniforme dans Taire considérée, 
il faut que Ton ait, sur chacun des n contours, 

f i/n 

« 

|«>* n équation* ainsi obtenue* **» réduisant d'ailleurs à n — t, puisque U 
foiution W est harmonique. La question est donc de déterminer les cons- 



PROBLÈME AUX LIMITES DE LA THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 13 

tantes o lf c ±9 ..., c n ^ t (en supposant c„ = 0, ce que Ton a le droit de faire 
d'après ce qui précède) de manière à satisfaire aux conditions qui viennent 
d'élre écrites. 

Soit o a la fonction harmonique qui prend, sur Ci, la valeur constante 1 
et, sur chacun des n — 1 autres contours donnés, la valeur zéro ; et soit 

Y j. l'intégrale I -j& ds, prise le long du contour C,. L'addition de la cons- 
tante Ci aux valeurs de W sur le contour C; ajoutera évidemment à W le 
terme c»©» et à I -r- ds, le terme c^. Les équations auxquelles devront 

satisfaire les c, seront donc de la forme 

n-1 

2 °< T j == «> (7 = 1, 2, ... n) 

t = 1 

où les ij sont des quantités données. 

Ces équations, se réduisant an — 1 distinctes, détermineront les c iS à 
moins que le déterminant 2 zfc y! y* ... Y*rl ne soit nul. 

Mais cette dernière hypothèse ne peut se réaliser, ce qui revient à dire 
qu'on ne peut jamais, par des valeurs non toutes nulles des c„ satisfaire 
aux équations 

n— 1 

2 c, Y j = = 1,2,..., n-1). 

i= 1 

En effet, ^ étant constamment compris entre et 1, la quantité y/ est 
certainement négative et la quantité y/ Ci 7^-J) positive ('). En particulier, 

n 
on a Yi>0(t= 1,2, ...,n — 1) et, par conséquent, l'identité V ï/ = ^ 

t = l 
f laquelle résulte de l'identité évidente <?, -+- <? a -+-... ■+- ?„ = 1) donne 

n-1 



it/i> 2't/ 



= 1 



où le signe S' désigne une somme étendue aux indices i qui sont différents 

t ! ) U* quantités y/ ne «auraient être nulle» si C f , C 2 , .... C*-, désignent les con- 
tours intérieurs : il faudrait, en effet, pour cela, que ^ fût partout nul sur C,. Mais, 

*«« ce cas, la fonction ?, et la fonction égale à (pour i ^ j) ou à 1 (pour i = j) 
d*w toqt l'intérieur de C> seraient (n° 1) en prolongement analytique l'une de 
lMtre,el ?, serait constant, ce qui est absurde. 
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doj. L'équation correspondant à l'indicé j ne saurait donc être vérifiée 
si Cj est la plus grande en valeur absolue des quantités c |f c t , ..., c*_,, 

2° Problème extérieur. — On retranchera de V, comme précédemment, 
des termes logarithmiques tels que la fonction conjuguée W n'ait point de 
périodes sur les contours limites ; et l'on conviendra de déterminer cette 
fonction W de manière que la constante M (n° 2) soit nulle. Dans ces 
conditions, les choses se passent exactement comme pour le problème 
intérieur : la fonction ?<sera la fonction harmonique qui est égale à un sur 
le contour d'indice i, à zéro sur tous les autres contours, et qui est régu- 
lière à TinGni avec une constante M égale à zéro. 



§ 4. - CAS DE L'ESPACE — APPLICATION DE LA MÉTHODE DE N EL MANN 

II. — La question n'est pas aussi simple dans le cas de l'espace. Il ne 
suffit pas alors de pouvoir résoudre le problème de Dirichlet par une 
méthode quelconque pour en déduire la solution du deuxième problème 
aux limites. 

Par contre, on peut déduire cette solution de la résolution du problème 
de Dirichlet par la méthode de Xeumann. 

On sait en effet, que cette dernière donne la solution cherchée sous la 
forme d'un potentiel de double couche. 

Cela posé, supposons qu'il s'agisse du problème extérieur, et prenons 

un potentiel de simple couche de densité .,_, la normale étant positive à 

l'intérieur du domaine (c'est-à-dire à l'extérieur de la surface limite 
donnée S) et F désignant la valeur donnée de la dérivée normale. Soient W 
ce potentiel, I" sa valeur sur la surfaee. Déterminons ensuite un potentiel 
de double couche défini à l'intérieur de S et prenant les valeurs U aux 
poiuts infiniment voisins de S situés à l'intérieur : soit W ce potentiel, qui 
s obtient par la méthode de Xeumann et dont la dérivée normale est con- 
tinue au passage de S. 
La fonction cherchée est 

V r-^ W - W ; 

en effet cette fonction, étant la différence de deux potentiels, est har- 
monique dan* le domaine considéré. |)c plus sa dérivée normale prise 
«tir la surface limite a pour valeur 

d\ d\\ _ d\\ d\\ _'/!'__.,_ F __ F 
dn dn dn dn du 2t. ~" 
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Dans le cas du problème intérieur, il y a une condition de possibilité : 



n 



FdS = 0. 



Oo suivra d'ailleurs exactement la même voie que pour le problème exté- 
rieur. La condition de possibilité exprimera que la constante C qu'il faut 
ajouter dans la méthode de Neumann au potentiel de double couche pour 
le problème de Dirichlet sera nulle. La différence des dérivées normales 
se calculera comme dans le cas précédent. 

I2« — L'emploi de la méthode de Neumann peut prêter toutefois à deux 
sortes d'objections : 

1° Neumann n'a démontré la légitimité de sa méthode que dans le cas 
d'une surface convexe et non biétoilée. M. Poincaré (') a levé cette restric- 
tion en démontrant dans des cas bien plus étendus la convergence des 
développements de Neumann ; 

2* H n'est pas évident que la fonction obtenue ait toujours une dérivée 
normale, et l'étude des conditions d'existence de cette dérivée esl assez 
délicate (voir Lia pou no fî, Journal de Mathématiques pures et appli- 
qtiées 1898). 

Les conditions suffisantes obtenues à cet égard par M. Liapounoff sont 
de forme relativement compliquée, et rien ne dit que ces conditions soient 
remplies par les fonctions successives à la formation desquelles conduit la 
méthode de Neumann. 

Celte deuxième objection a pu être également levée. Grâce aux travaux 
de MM. Stekloiïet Korn, nous allons montrer, comme l'a fait M. Stekloiï 
dans les Mémoires cités plus haut, qu'il suffit d'avoir établi la légitimité 
de la méthode de Neumann telle qu'on l'étudié habituellement, pour pou- 
voir l'appliquer au problème qui nous occupe. 

La méthode de Neumann ainsi appliquée revient d'ailleurs, ainsi que 
nous allons le voir, à la méthode donnée par Robin pour la recherche de 
la distribution électrique en équilibre. 

Noos désignerons par M un point déterminé quelconque, par r sa dis- 
tance à un point variable M de la surface. Tontes les quantités relatives à 
ee damier point seront indiquées par des lettres accentuées. C'est ai nui que 



(V Acta MëthenuUwa* L »; iW& 
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nous désignerons par dS' un élément de la surface S entourant le point M', 
lorsque nous intégrerons par rapport à la position de ce point sur la sur- 
face ; par dri un élément de la normale en JT, au lieu que dn désignera 
un élément de normale en M, lorsque M sera sur la surface; par V, la 
valeur en M' d'une fonction quelconque V. 

('ne fonction quelconque V pourra d'ailleurs avoir des expressions diffé- 
rentes suivant qu'oc sera à l'extérieur ou h l'intérieur de S : elle sera 
désignée, suivant l'usage, dans le premier cas par V,,dans le second par \\. 
C'est ainsi que, pour un potentiel de simple couche, par exemple, nous 
aurons à distinguer en un point 31 de la surface les deux dérivées normales 

Nous considérerons en outre l'intégrale 



c/Vi et dW < 
dn dn 



ff<2~-ffi 



cos >, n <IS\ 



(s étant la densité: autrement dit la valeur de ,- qu'on obtiendrait en dif- 
férentiant sous le signe I j . comme si cette différentiation était légitime 
et qui est, comme ou sait la moyenne des deux dérivées . ' et -j- r . 

if r 
p u étant une fonction continue sur la surface S ; considérons la suite de 
quantités 



2- 4 ' , f 'in 

qui «ont pnVj*<'*iin*iit M'Ilfxjui intrrvirnurnt i'.iiis la méihodede Uobin i ' . 



1 T«»'itr|.ii«, lUni i ■>u*> <l*>ni:«Tf. la fmirtiuii >., t"»t j»riso W\\v i\\u* j f r»*'^ * •*. 
tirnlm «|.n- nom turon.*, a*i «<ihttair». a »u|'|-o».t c«-tt«» iih'iui* nitt*^ r.ilo nuit*. 
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Ces quantités peuvent être exprimées à l'aide de potentiels de simples 
couches. Si, en effet, l'on pose 






les équations (6) donneront évidemment 

/rfV,\ /dV 2 \ /dV k \ 

D'après les propriétés connues des potentiels de simples couches, toutes 
les intégrales (6) et (7) existeront et seront continues dès que la fonction p 
possédera cette propriété. 

D'autre part, la fonction W k étant harmonique à l'intérieur de notre 
domaine et possédant des dérivées normales à la frontière, on a, en un 
point de S, 

'—rJWi-JS')*. 

mais V* est un potentiel de simple couche de densité \ — .y- f — -jr^- 1 ). On 
a donc 

dn r ~\dn r )~\dn' /' 

substituant dans l'équation précédente, le terme — 7) ~ j l - f - - , -,— ' ) dS' 
fera disparaître le premier membre, et il viendra 



-kffmf^—kff-4 



rfS' 



IIjtDAMAlD 
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Or ces équations sont précisément celles que l'on écrit dans la méthode 
de Neumann, celle-ci étant appliqua en partant de la fonction 

Toutefois nous n'obtenons ainsi les fonctions successives de Neumann 
que sur la surface même. Mais il est aisé d'en déduire l'expression de ces 
mêmes fonctions dans les domaines intérieurs et extérieurs. Soit, en effet, 

r k le potentiel de la double couche d'épaisseur — ^— V 4 _ |t c'est-à-dire 

l'une des fonctions cherchées. On aura, à la surface puisque le potentiel de 
ladite double couche a, sur la surface même la valeur Y* 

^ki = Vfc -+• ^4 — l 

et cette équation a dès lors lieu dans tout le domaine intérieur. De même 
on a, pour le domaine extérieur, 

v k9 — \\ — \\ _ ,. 

Il résulte de là que les potentiels v kl et v k , admettent des dérivées nor- 
males, puisque les \ k en admettent. Do plus, si Ton tient compte des 
valeurs des dérivées normales des V 4 , il vient 

*hi dn \ <ïn I \ tin '* 

Il est donc bien prouvé que i\ admet, de part et d'autre de S, des déri- 
vées normales et que ces dérivées normales sont égales entre elles. 

!•!• — Pour étendre la même conclusion à la somme de la série formée 
avec les >\ comme l'indique Neumnnn, il faut invoquer, avec M. Lia pou- 
nof. deux le m mes dont le premier est relatif au mode de continuité de 

( -j- ) sur la surface et le second, à la manière dont les dérivées normales 

tendent ver* leurs limites au voisinage de celle surface. On suppose que 
celle-ci vs{ partout régulière du moins dans le voisinage des points consi- 
dérés) et, en particulier: 

I* qu'elle admet en chaque point un plan tangent déterminé; 

2 J qu'il existe une longueur I) assez petite pour qu'une parallèle à la 
normale en un |«>int quelconque de S ne puisse couper S en deux points 
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situés à l'intérieur de la sphère qui a ce point pour centre et D pour rayon ; 
3° que les plans tangents en deux de ses points situés à une distance r 
l'un de l'autre font un angle moindre que Kr, K désignant un nombre que 
l'on peut assigner une fois pour toutes ( 1 ). 

I36:s. — Il résulte aisément de là que chacun de ces plans tangents lait 
avec la corde qui joint les deux points un angle inférieur à Kr (K désig- 
nant une constante) (*). 

14. — Dans ces conditions, soit Vie potentiel d'une simple couche de 
densité p étendue sur la surface S et cherchons, en fonction de la distance 
MM, = o, l'ordre de grandeur de la différence entre les valeurs que prend 

( -r ) en deux points voisins M et M, de S, soit de la quantité 



//■ 



Ç^-^dS, 



en désignant par r; r, les distances des points M, M, à un point quelcon- 
que M' de la surface, centre de l'élément rfS', et par <J/, <\> { les angles que 
M'M et M'M, font respectivement avec les normales Mn, M,n, en M et en 
M, fig. I). 

Nous partagerons S en deux parties, l'une s comprenant les points dont 
la dislance à M est inférieure à po (|i étant un nombre déterminé plus 
grand que i , l'autre s comprenant le reste de S. 

Dans la première, l'intégrale I •- — j— ± dJ sera plus petite que KA I -• 

(en désignant par A le maximum de \o\ sur S), quantité qui, moyennant 
les diverses hypothèses qui ont été faites, sera plus petite que KAo. Une 

évaluation toute semblable s'applique à / ?—^ ^ ds f . 

Dans la partie * , les rapports ^ , -£ sont supérieurs à ji — i et le 
rapport £ , compris entre -^ et —^ . D'autre part, l'angle M'M, M ou 



n )M Uapounof suppose wilernsnt que cet an/le eit inférieur à kn : il serait 
"•^ d'adapter les raisonnements qui vont suivre h cette nouvelle hypothèse. 
(*') Nous désignons indifféremment par K divers nombres positifs dépendant de la 

»ort«ce, mais indépendants du choix des points M, M.. M' et de U forme de la fonc- 

Uon p. 
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son supplément est inférieur à Kr (lîl bis) et, par conséquent l'angle 
MM'M, est inférieur à Ko ; il en est donc de même de | cos ^ — cos <|*, | . 
en vertu des inégalités 

l | cos * - cos *, | < | * - +, | < [Un, M^) -+- (M'M. MM, . 




D'autre part, l'inégalité \r t — r| < g montre aisément que v , J est 

plus petit que —j et, par conséquent, la 

quantité 

/cos ^ cos ty t \ 

f, / 1 I \ COS ^ — COS -L, 1 

apparaît comme inférieure a — -- . 

Or l'intégrale I I l K . , étendue à la portion de surface pour laquelle 

r > R, est inférieure à K | log R | . 

Donc enfin la différence considérée est inférieure à KAo log o. On remar- 
quera que la limite supérieure ainsi trouvée ne suppose même pas que s 
soit continu : il suffit que cette fonction soit finie. 

M bis. — Soient, en second lieu, M t un point voisin de M et situé d'un 
^ té déterminé de S, par exemple à l'intérieur, de manière que MM, ne soit 
pas langent à la surface et fasse même avec elle un angle supérieur à une 
limite déterminée ; r a , la distance de M, à un point arbitraire M' de S. 
laquelle, dans ces conditions, est avec MM, dans un rapport qui reste supé- 
rieur À une limite déterminée; >{, it l'angle que fait MM, avec la normale 
Mn en H ; 9, o, les angles que font M M, M M, avec la normale U'n en M 
fig. 2 . Cherchons à évaluer la différence qui existe entre l'intégrale 

Ji - cos y, ^, ^ ri n i|.g Pa |p analogue II* -™- <'S' prise en M. 
«.S v t 

Cette fois, outre les hypothèses précédemment admises .sur la forme delà 
surface S, nous en ferons une sur le» valeurs de la fonction p : nous sup» 
Muterons que la valeur de p en M' diffère de la valeur p 9 que prend cette 
fonction au point M d'une quantité inférieure à Lr*, en désignant par i 
un exposant déterminé (évidemment au plus égal à I, si M est quelconque 
et que p ne suit pas constant et par L une constante. 
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Nous remarquerons ensuite que l'intégrale l I £fi — j— - dS' est égale à 
p et l'intégrale I I ? — r 1 d& & 4irp , et nous écrirons la différence 



2* 

cherchée sous la forme 



fj P' (™^-~P) ** - I, H- I. + I 

' = ff 9 ° CJ ^ ds ' ~ff 9t c ^ ds ' 

I lit /cos ty — COS 9 cos +, — cos ç,\ 

J J p '~~^ * — ' 




dS'. 



Nous connaissons la quantité l t . Pour évaluer I 2 , nous décomposerons 
encore S en deux parties s, s formées 
respectivement des points dont la dislance ç 

au point M est inférieure ou supérieure 

à jiS, 3 désignant celte fois la distance Xj^CT IxtT" 

MM, et p un nombre fixe (plus grand \ i^ f^ur 

«P»»)- \. / Fig 2 

Dans s, les deux intégrales R n 

sont inférieures à KL$*, en verlu de l'hypothèse faite sur p' — p et du fait 
que r s est dans un rapport fini avec o. 
Dans i , il suffira de remarquer que | cos <p — cos y È | < 2 | o — o, | 

<rlK e - i ^ Ka . M i I ^ K5 .',.... 

Nl^sm '?- ? f , I < — et que - 2 — -_!<;.__ po Ur V oir que l inte- 

V I 1 T , | V 

S^/JV-P.) (^- ? -^) *' est plus petite que *"//£*. 
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Or l'intégrale I I -].„ étendue à une portion de surface pour laquelle 

r > R, est inférieure à in-r.-*. Donc on a I, <. KL3 a . 

Quant à I, f il est, dans s. inférieur à KAc, comme on le voit immédiate- 
ment en remarquant que | cos \ — cos o | et | eus ^ — cos *, | sont infè- 
rieurs à Kr. Dans 5 , on remarquera r cos ty — r, cos ty s et r cos © — r 2 cos •*, 
sont respectivement égaux à o cos et o cos 0' f en désignant par et 6' le* 
angles que fait MM, avec les normales en M et en M', angles dont la diffé- 
rence est plus petite que Kr. 

U... . cos ^ — cos ? cos tyt — COS 5.. , , i 

quantité — :i — -•.-■„. -sera donc la s* un nie de 

r >y 

deux termes 

r cos <f — r, cos b t — »• cos o — i\ cos s, o cos ft — cos G 

rjJ - 

et 

r COS •{# — COS o ( ;j — -j), 

Ko 
dont chacun est inférieur à — t . L'intégrale I 3 prise dans s sera donc 

moindre que KAo I I ' ]- 2 , c'est -à-dire que À'Ao log o. 

Donc enfin la dilTérence cherchée est inférieure à KLo* pour a <; t, #»l à 
K (A -+- L * log o, pour a-l, 

Notre raisonnement sup|K>se toutefois que le |>oiut O, se rapproche de M 
de manière que l'angle de MM, avec la surface ne soit pas infiniment petit. 
Mais il est aisé de se passer de cette condition. H suffit, lorsqu'elle n"e>t 
pas n'allée, de considérer un point M 4 situé sur S et tendant vers M en 
même temps que M, de manière que l'angle de M, M. avec la surface soit 
toujours .supérieur à une limile d< terminée. Ou comparera alors les deux 

intégral''* i / ' / </S' et I j u \ f ; r/S a l'intégrale analogue / * J 1 rfS 
«. • «. •- - t. t 

relative au point M, : en vertu de ce que nous venons de démontrer et de 
re qui a été étaldi précédemment u° l.l nous aurons, pour les deux dif- 
férences aiim ol»ti*uuc», tic* limites supéiicures de la même forme que 
celles qui viennent d'être indiquées jKMir le ea> où MM ., faisait avec la 
surface un angle fini. Li coin -lusinn est donc absolument générale. 



PROBLÈME AUX LIMITES DE LA THEORIE OES FONCTIONS HARMONIQUES 23 

15. — Nous avons encore une remarque à présenter, relativement à la 
dérivée normale du potentiel de double couche. Les conditions précédem- 
ment imposées à la fonction p ne nous permettent pas de conclure que 
cette dérivée a une limite à la surface, ni même qu'elle est finie ; mais la 
limite supérieure que nous allons trouver pour cette dérivée, quoique 
augmentant indéfiniment lorsqu'on s'approche de la surface, va suffire 
pour la suite du raisonnement. 

Nous obtiendrons cette limite supérieure en remarquant que la dérivée, 

suivant une direction quelconque, de l'expression — ^ (où r est la dis* 
tance du point variable M à un point déterminé quelconque M' de la sur- 
face et <? l'angle de MM' avec la normale en M') est inférieure à -,. La 

dérivée du potentiel de double couche sera donc moindre que KA / / -y 

(où A est le maximum de |p|). Or il est aisé de s'assurer (en comparant, 

par exemple, avec l'intégrale analogue prise en remplaçant la surface par 

KA 
son plan tangent) que cette expression est moindre que -*-, si 8 est la 

distance du point M à la surface. 

1 6.— Cela posé, reprenons les fonctions \ k ; supposons démontré (comme 
on est conduit à le faire dans la méthode de Neumann) qu'elles tendent 
vers une constante L, la différence étant uniformément plus petite que le 
k*** terme d'une progression géométrique de raison X. Cherchons d'abord 

à en déduire une limite pour p k = l -~ ). 

A cet effet, M étant un point de la surface et M 2 un point pris à l'inté- 
rieur sur la normale en Ai, à une dislance o du point M, appliquons à la 
fonction o k les inégalités que nous avons trouvées aux n° 14 et 14 bis. R* 
désignant le maximum de | o k | sur S, nous voyons d'abord que la diffé- 
rée de deux valeurs de p k + t correspondant à deux points de S situés à 
^e distance d l'un de l'autre est moindre que KrVtf* (a étant plus petit 
9° e t , mais d'aussi peu qu'on le veut). 11 en résulte que, en M„ la valeur 
j flTV 

tf^ Ml » fail à l'inégalité 

9) |(^ J ) 1If -(?* + .-P* + .)|<K(«* + R» + ,)8*. 

^*4 1 peut se mettre sous la forme d'un potentiel de double couche. 
Nous avons vu, en effet, que la double couche d'épaisseur V* avait pour 
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potentiel intérieur V k -h \\ ». ,. Donc V* sera à une constante près, tétant 
données les hypothèses de convergence faites sur les V ■ le potentiel d'une 
double couche dont l'épaisseur est 

W 4 = V* — V* +1 -f- V* + j — Vfc + s "+" ••• 

par conséquent moindre que CX* C étant une constante déterminée . 
L'inégalité trouvée pour la dérivée normale du potentiel de double couche 
permet donc de mettre l'inégalité [9 sous la forme 

I PM-i -.P* M l< * ('.R* + »* . i S " + T/ ; 

X 

nous ferons o = X*, X* = X', et il viendra ! 

(10) l?*f,-P** il <(K R* + B44 ,^-m:»x\ 

Kn (particulier, on aura 

R* + f < R 4rl + X'* [K R 4 h- H* . ,i -f- Cl. 

On obtiendra une limite supérieure de l\ k en remplaçant les inégalités 
successives ainsi obtenues par les égalités correspondantes. On aura alors 
R* + , > R* et, par conséquent. 



ou 



R*n<R* f ,-t-X* -2KR 4î ,+<: 
R* + , +2 C K < ! + 2KX ' 4 (**•■• +2~rV 

Cette inégalité nous montre \\ k -+- t| ' comme un produit infini conver- 
gent, et. par conséquent, R* comme une quantité finie. 

Il en résulte d'après l'inégalité 10 que la série ^ -o* , , — s*- con- 
verge uniformément à la fa«;on d'une progression géométrique. I^a fonc- 
tion z k tend donc, en chaque point de la surface, vers une limite p, qui 
satisfait d'après les équations de définition 6 ) à l'équation 



■:.//'}- 



(') K d<-tifti«nt toujours indifféremment di\er* nombre positifs qui ne d^pendeat 
ipif de la nalur** de la • url'ac- s, < d^M/nera ifitiif1cr«-itini«*nt divers nombres posi- 
tilt qui ne dépendent que d«* S et <!♦• la l<»nn«* de la fonction p . 
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Si l'intégrale I / p Q dS est différente de zéro, cette fonction p n'est pas 

identiquement nulle I puisque l'on a J j pdS = I / p d& I : elle est la 

distribution de la couche électrique en équilibre (la surface S étant celle 
d'un conducteur isolé et soustrait à toute influence), la méthode par laquelle 
elle vient d'être obtenue étant celle de Robin. 

Si au contraire I I p dS =11 pdS = 0, la fonction p est identique- 
ment nulle. Cela revient, en effet, à dire qu'une couche électrique en équi- 
libre par elle même et de quantité totale nulle est à l'état neutre partout : 
proposition dont la démonstration est bien connue. 

\p k \ est alors plus petit que CX'* (C désignant une constante). Il en résulte, 
d'après le n° 14, que la différence des valeurs de p* en deux points M, M, 
de la surface est moindre que CX'*. MM t a ; puis, en vertu du n° 14 bis, 
que l'on a l'inégalité 



'"> lOSl, -!*-»-> 



< CX'*. MM„ a 



et enfin, d'après ce qui a été tu au n° 12, l'inégalité 



<»' !(£)„-<»•-'-.■' 



< CX*. MM â *. 



Cette dernière inégalité est d'ailleurs vraie, que le point M 3 soit intérieur à 
la surface (v k = r w ) ou extérieur (v k = v ke ) ; elle démontre que la conclu- 
sion relative aux dérivées normales des fonctions v k s'étend à la série de 
Neumann qui a pour termes ces fonctions, puisque le coefficient de MM,*, 
dans le second membre, est le terme général d'une série absolument con- 
vergente ; elle achève par conséquent la résolution de la question. 

Si I I ? Q ds = I l pds ;zf 0, nous n'avons à nous occuper que de la 

solution du problème hydrodynamique extérieur, et, par conséquent, nous 
n'avons à considérer que la série par laquelle Neumann résout le problème 
de Dirichlet intérieur. Or cette dernière est alternée, de sorte qu'il nous 
suffira, cette fois, d'établir des inégalités analogues à fil) et à (12) en 
remplaçant V k , v kf p k par V* — V*_ lf v k — v k - l9 p k — o k _ ,. Or on obtien- 
dra de pareilles inégalités en remplaçant, dans les raisonnements qui ont 



26 CHAPITRE l 

conduit aux formules .11 et .12), ?* par?* — ?*_„ lequel est en toute 

hypothèse I que I I ? Q dS soit nul ou non I inférieur à CX'*. 

La conclusion demandée est donc établie dans tous les cas. Elle nous 
fait connaître la solution du problème de Xeumann, p ê étant pris éjral 
aux valeur* données F de la dérivée normale et la fonction V, définie 
par l'équation 7 n'étant autre, au signe près, que le potentiel W du 
H* II. 

17. — Si au lieu de se donner exactement les valeurs d'une fonction 
harmonique V sur la surface limite S d'un certain volume, on se donne seu- 
lement une limite supérieure du module de V, on peut, ainsi que nous 
l'avons rappelé plus haut, assigner des limites supérieures aux modules de 
Y et de ses dérivées en un point intérieur quelconque. 

De même, on peut se proposer de trouver des inégalités analogues lors- 
qu'on se donne, non plus une limite supérieure de |Y|, mais une limite 

supérieure de i à la surface. Il ne peut être question, ici, d'obtenir une 

limite supérieure de |V| en un point donné, puisque V n'est déterminé 
qu'à une constante près. On peut seulement assigner une limite à la diffé- 
rence des valeurs de Y en deux points intérieurs donnés quelconques. 
Cest à quoi la méthode précédente permet aisément de parvenir ' . 
Soit en effet s une limite supérieure du module de 



ÏÏV 

tin 



Le potentiel W défini plus haut 



— V, 



s«era tel que Ton aura 



- If- 



| W I-..-K-. 



<• rnisciM - Sur Us tquatinn- *tr .'#i /'/ii/w/m/" \fnth tnutiqttf. Rrntlie. if#/ 
Cir**u!» matemaîico Hi Paltrmo, Ihiii» «*, y. lii-U.'», 1*1*4. 
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K étant une constante ne dépendant que de la forme de la surface. On en 
déduit, si [W] représente l'oscillation possible de W : 

[W]<2Ka. 

On détermine ensuite dans la méthode de Neumann : 

W 
V 2 , potentiel de double couche d'épaisseur ;> , 



V, » » » — 



2*' 



Vi » » » - 2 '^-. 

et Ton a, d'après Neumann, X étant une constante positive inférieure à un : 

[V 2 l<XiWj 
[V 3 ] < X LV f ] 
[Vd<X[V«_,]. 
On en déduit : 

[V, + I ]<2X'K« 

LV] = [W + SVJ < [W] -+- s [V,l < j-4^ 2 Kot 

ou 

[Vj < A«, 

h étant une constante déterminée. 

18. Recherche directe d'inégalités. — On peut, jusqu'à un certain 
point obtenir des conclusions analogues directement sans passer par la 
méthode de Neumann, en employant quelques-uns des moyens par lesquels 
M. Poincaré (') a établi la légitimité de celte méthode et faisant tout 
d'abord usage de l'inégalité de H. Schwartz. 

On sait que cette inégalité résulte de la considération de l'intégrale 

H = S [(A, + XB t )« H- (A, -*- XB 2 )* -h -K A, -+- XB,)*] d* 

où S est un symbole d'intégration simple ou multiple étendue à une mul- 
tiplicité », di l'élément différentiel de a ; A,, A 3 , ..., B t , B,, ..., des fonc- 
ions déterminées et X une constante arbitraire : intégrale qui s'écrit 

(*») H = I + 2XK-t-X'J, 

ftJctalfot*., loc. cit. 
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en posant 

1 = S (A? -h A; -+- ... )d* 9 
K = S(A I B I -+- A, B.H-. ..)<**, 
J = S (BJ -h Bî -4- ... ) di. 

La forme quadratique (13) étant positive, quelque soit X, on doit avoir 

(14) A = U — K f >0 

et c'est en cela que consiste l'inégalité de M. Schwarti. 

Le minimum de H, lorsque >. varie, a lieu pour X = — -.- et a pour 
valeur 

-*. 

Enfin l'inégalité (14) résulte encore de l'expression de A lui-même sous 
forme d'intégrale multiple 

A = J SS[2£ (A.B', - A' é B,)'l d*M, 

où les éléments di, di décrivent, indépendamment l'un de l'autre la mul- 
tiplicité ? et où les A', B' sont les valeurs des fonctions A, B en un point 
dedS. 

Appliquons l'inégalité précédente au cas où * est une surface fermée S : 
Soit V une fonction harmonique à l'intérieur de S. Considérons d'abord 
l'intégrale de surface 



-Jf< 



V -1 >)» </S, 



îl résulte de ce qui précède que le minimum de cette intégrale est <^ , en 
désignant par A l'intégrale quadruple 

A«J / / / / (V-V)'rfSrfS. 
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Considérons, en second lieu, l'intégrale de volume 

(où d- est l'élément de volume dx dy dz) f étendue au domaine D limité 
par S. V étant harmonique, on a 



-// 



(V-*-X)gdS. 



quelle que soit la constante X, et, par conséquent, en vertu de Fine- 
galité (14). 

G' <HJ 

où 



-//©■- 



En donnant à X la valeur qui correspond au minimum de H, il vient 
(15) ^<l 

S désignant l'étendue totale de la surface donnée. 

dV 
Si l'on s'est donné les valeurs de -, sur celte surface, le second membre 

de T inégalité précédente est connu. 

19.— Mais M. Poincaré a établi, entre les quantités G et A» une seconde 
inégalité : il a montré que Von peut, quelque soit la fonction V (harmo- 

A 

nique ou non), assigner au rapport >, une limite supérieure qui ne dépend 

TKdela forme de la surface. 

Supposons d'abord celle-ci convexe et telle qu'il existe une limite supé- 
rieure pau rapport -—71 — \ f étant la longueur d'une corde de la surface. 

• cos \t 9 n) w ' 
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et (/, n) l'angle de cetle corde avec la normale à Tune de se* extrémité*. 
Soit en outre L le maximum de la longueur /. On peut, dans l'intégrale 
quadruple A, exprimer </S' au moyen de l'angle sphérique 

. dS'co*(l f n) 
dm = ft 

sous lequel on voit rfS' d'un point de dS. On a, d'après l'hypothèse : 

A<^ / / / / (V — V *co*(l f n)dSdm. 

Je mets en évidence les intégrations successives, en supposant qu'on 
effectue d'abord celle relative à l'élément dS de S, puis celle relative à 
l'élément dm de la sphère S sur laquelle on fait successivement les diffé- 
rentes représentations sphérique» de centres </S; remplaçant en outre 
(V — V) par une intégrale linéaire prise le long de /, on a : 

A< 2 il 1 "!! c,m ( / - ,, ) rfS / 1u dl \ 

U • s %. %J L« n J 

Mais, d'après l'inégalité de M. Schwarz on peut écrire 

« / • n • u 

Il vient donc 

1 •■"»■ f /"- f h ' */V''"î , '- , « ,, l'" 

ou, puisque cos /, n r/S «'Ht I.i projection de //S sur un plan perpendiculaire 
à la direction de /, 

- -■",'• / f-'fjf I '"''•' ; v >'- '«'1-- 

L'iiit«*gr.ile triple nVit autrt» (<|iit k l que soit lïlémeiit dm envisagé) que G. 



PROBLÈME AUX LIMITES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 31 

II vient donc 

G 



(16) ,t<>., 



-*/■/ 



1 = ^1 I dm = 2irp*L. 



SO. — Cherchons à passer du domaine limité par une surface satisfaisant 
aux conditions du numéro précédent au domaine limité par une autre surface 
quelconque. Nous pourrons en général, si la connexion reste la même, 
c'est-à-dire si nous avons toujours affaire à une surface unique simplement 
connexe, établir une correspondance entre les points (x, y, z) et (a/, y', z') 
des deux domaines telle que les coordonnées du second soient continues 
par rapport à celles du premier, que leurs dérivées du premier ordre soient 
finies et continues sur la surface limite et que le module du déterminant 
fonctionnel 

reste constamment supérieur à une quantité positive donnée. 
Je dis que dans ces conditions, le rapport 

A G' 

A'G 

(a' et G' étant les quantités analogues à A, G) a un maximum positif dé- 
terminé. Cela suffira évidemment pour que l'on puisse tirer de l'inégalité 
du paragraphe précédent une autre inégalité 

G ,<: 
Posons pour le démontrer : 

/ôV\» /avy , /<>v\* /j)V <>v ftVv 
(s) "♦"WJ H>:~.) =*U"ï?-s?; 

«te" -f- dt/* -4- dz n =^f[dx, dy, d: . 

Les formes /"et © ont pour discriminant le carré du déterminant fonction- 
nel- Ces deux formes représentent des ellipsoïdes dont les axes sont com- 
pris entre des limites déterminées. Un connaît donc une limite inférieure 

de la quantité 

/»V\« /aV\« /flV\« 
o __ (àï) + U ) + W) 

TôVT 5 " 7SVT 1 7WT 4 — /iv\* '~t«\'\* /*Vi* 
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Le rapport -7- a aussi un minimum. Il en est donc de même de |V . D'au- 
tre part -^- a un minimum donné par le rapport des sections de l'eili- 
psoTde f= 1 et de la sphère de rayon ! . On a donc bien ainsi un minimum 

de Â>* 



21* — On peut procéder autrement et généraliser le mode de démonstra- 
tion du paragraphe précédent on employant, au lieu de cordes reclilignes, 
des cordes curvilignes à 4 paramètres, telles que par deux points de la 
surface il en passe toujours une et une seule; qu'il y ait des limites supé- 
rieures L, p à leur longueur / et au rapport — j-. — . ; qu'enfin on puisse 

COS 1 1 y ri J 

les distribuer en familles dépendant chacune de deux paramètres a 9 b H 
telles que, si s désigne l'arc décrit sur une corde quelconque de la famille 
le module de 

D (x, y. z % 

D (fl, b, s 

reste supérieur à un nombre déterminé. Dans ces conditions, les raisonne- 
ments du n° il!, resteront valables. 

22. — Combinons maintenant l'inégalité (16) avec l'inégalité précé- 
demment obtenue (15) (n° 18); il vient 

Ce sont les inégalités que nous avions on vue. 

On peut remarquer que ces inégalités donnent une limite supérieure de 
l'intégrale 

■ 111, - 1 * *V ** *V "I» A 9 > . 

1 J J J <,-....,-** -,.-..)*• 

(dan** laquelle on détigii'» par «I» une fonction donnée quelconque). 
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puisque, toujours d'après l'inégalité de M. Schwarz, on a : 

'■ <°fff[Œf *(S)' + (S)']* 

%3« — Les inégalités auxquelles nous sommes parvenus à l'aide de la mé- 
thode de Neumann jouent, relativement au deuxième problème aux limites, 
le même rôle que remplissent, par rapport au problème de Dirichlet, les 
propositions rappelées au n° 1 ; mais elles sont loin de fournir, pour 
l'oscillation de la fonction cherchée et les modules de ses dérivées, des 
limites aussi précises que les premières. Elles ne pourraient, par exemple, 
servir à constituer, pour le problème de Neumann, des méthodes alternées 
semblables à celles que Ton emploie dans la résolution du problème de 
Dirichlet. Nous savons qu'il existe un nombre auquel reste inférieur le 

apport de l'oscillation de V au module maximum de -j- ; mais l'existence 

^éme de ce nombre est tout ce que nous connaissons à son égard. 

Cette absence de données précises sur le coefficient dont nous venons de 
Parler est une des principales lacunes de nos connaissances sur le deuxième 
P r ob/è me aux limites. 

§ îi. — FONCTIONS DE Fr. NEUMANN ET DE KLEIN. 

< *' J 1» — Les considérations exposées au § 4 démontrent l'existence delà 
u **on, mais n'en fournissent aucune expression simple. 

°Us allons constater qu'on pourrait écrire de telles expressions si l'on 
^*t construire, pour le deuxième problème aux limites, des fonctions 
, . °gues à la fonction de Green, dont on connaît le rôle essentiel dans la 
*^° r ie du problème de Dirichlet. 

°*mme la fonction de Green, les fonctions y M que nous considérerons 

°**t harmoniques dans le domaine donné, sauf en un point A choisi 
. ^rairemenl, où elles deviendront infinies (dans le cas de trois dimen- 
l °t*s) comme l'inverse de la quantité r = AM. 

Uadamard 3 



34 CHAPITRE I 

De telles fondions ne satisferont pas, s'il * agit d'un domaine intérieur, 
à I équation (1) du n° I. Cette équation n'est vraie que si Ion adjoint à la 
surface limite donnée S, la surface d'une petite sphère 2 ayant A pour 
centre. Or, lorsque le rayon de cette sphère devient infiniment petit, l'inté- 
grale / / . è . A tfv tend vers 4tt, puisque y a se réduit alors à son terme 

principal .. Sur S, l'équation (1) du n* 4 doit donc être remplacée par la 
formule suivante 



/y* 



i° Fonction dr Franz Neinnann. — Problème extérieur. Soit ?* une 
fonction des coordonnées du point M, harmonique dans le domaine donné, 
sauf au point A, ayant une dérivée normale nulle sur la surface, et deve- 
nant infinie en A comme , c'est-à-dire telle que y a — reste harmonique 

en A. La détermination d'une telle fonction est évidemment un cas parti- 
culier du deuxième problème aux limites. Mais elle suffira à résoudre ce 
même problème dans le cas général. V étant une fonction harmonique 
satisfaisant aux conditions du problème, autrement dit, telle que, sur 

S, . : F, il suffit de raisonner sur V et sur -;" comme dans la théorie 

de la fonction de (ireen pour obtenir 

/ vrF./s. 



Problème intérieur. — On m peut plu», cet vortu <l« IVqualion (17), 
prend n» 

thi 

sur lasturfaee; non* allon» seulement prendre celle dérivée constante. On 
aura alors évidemment 

"■ r ','■ 

• ht * 
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Kn appliquant encore le théorème de Green aux fonctions Vel*^, il 
vienl, celte fois, 

Mais nous ne cherchons V A qu'à une constante additive près, c'est à-dire 
que nous ne cherchons que la différence V A — Vv, A' étant un point ori- 
gine quelconque. Nous pouvons donc négliger le ternie complémentaire 
qui est le même pour tous les points. 

25. — 2° Fonction de Klein. — Dans le cas du problème intérieur, la 
fonction y M de Fr. Neumann n'est elle-même déterminée qu'à une cons- 
tante additive près. Ce fait constitue un inconvénient à divers points de 
vue. C'est ainsi qu'il ne semble pas possible, dans ces conditions, d'établir, 
pour la fonction ?* , une propriété de symétrie analogue à la relation bien 
connue 

(«) «/Ï = ^M 

à laquelle donne lieu la fonction de Green classique. 

Pour obvier à cet inconvénient, M. Klein (*) a été conduit à former une 
fonction possédant, non un seul pôle, mais deux pôles de signes contraires, 
tne telle fonction satisfait à l'équation (1) du n° 4. Rien ne s'oppose donc 
à ce que sa dérivée normale sur la surface soit partout nulle. La fonction 
de Klein est donc définie par cette condition et par les suivantes : être 
harmonique dans le domaine donné, sauf en deux points A et A ; être 

telle aux environs de A que sa différence avec - reste harmonique; aux 
environ* de A que sa différence avec = — ïf -r- reste harmonique; 

enfin s'annuler en un point donné M . La valeur d'une telle fonction en 
un Point M du domaine s'écrit 

r MM 

AA„ ' 



HnPockels, Ùber die partielle Differenlialglcichung Au -}- K 2 u = und dirai 
A*ftrften in der Mathemalischen Physik ; Leipzig, 18!>i. 
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C'est, en réalité, l'accroissement que subit de M, à M toute fonction 
satisfaisant à toutes les mûmes conditions, sauf à la dernière. 

La fonction r**° permet, comme la fonction de Fr. Neumann, de résou- 
dre le problème posé, puisque Ion a, d'après le théorème de Green : 

i^J f r ïï *«»* = **-**. 

La constante arbitraire qui s'ajoute à la valeur de V A est ici — V A# . 
D'autre part, comme r* 1 * 2 représente l'accroissement d'une fonction 
entre les points A, et A,, ou peut écrire : 



et en particulier : 



A | A j A i\» A | A .j 



A.Ai A .A.. * 



On pourra faire les mêmes opérations sur les indices inférieurs : 



A|A \ A] A^ 



camme on le voit immédiatement eu se reportant à la définition du sym- 
bole 1 . Kn particulier : 

1 a,aj — ' a : a, • 
Je dis qu'on a en outre : 

c'est-à-dire la propriété analogue û la propriété de la fonction de (ireen. 
Kn effet, posant, pour abréger 

MM • 



1 "> - ■ », 



A,*. 

IA • 

m. y. 



on a. d'après le théorème de tireen 



f I <<-'•:!!,> <<* *M.^-.-à 



* « H 



Mais le premier membre » >t nul ; lYg.ilité esl doue démontrée. 
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26. — Ainsi que nous allons le voir, il n'est nullement nécessaire d'a- 
bandonner la fonction de Fr. Neumann pour conserver la propriété do sy- 
métrie. Il suffit d'en compléter la définition. 

La fonction -; M n'est, en effet, définie qu'à une quantité additivo près, 

laquelle ne dépend pas du point M, mais est fonction de la position du 
point À. Nous allons constater qu'il suffit de déterminer convenablement 
la quantité additive en question pour que la fonction de Neumann possède 
la propriété demandée. Tout d'abord, on peut passer facilement de la fonc- 
tion de Neumann à celle de Klein. 
On a, en effet, 

,,M,M, M â Mi M. 2 M 2 

AjA 2 Vai ^A 2 ÏAj -*" ÏA^ 

car le second membre possède les propriétés qui caractérisent le symbole 

* A A • 

Il résulte de là qu'une propriété tout analogue à celles qu'expriment 1cm 
équations (18), (19) appartient également au symbole de Neumann, 
pourvu qu'on détermine convenablement le paramètre arbitraire, fonction 
du point A, qui figure dans ce dernier. L'équation (19) s écrit, en effet, 
d'après la relation précédente : 

'A, » A, • A, n » A, i M| >M. «M, T IM^ 

d'où, en posant 

s A p M,> — ? A |f M, — ? A 2 , M,) -f * A„ S\ 2 ^ 0, 

relation fonctionnelle à laquelle doit satisfaire la fonction ^ et dont la 
solution générale est. ainsi qu'on le voit aisément : 

? A, M '^\ A — ^ M . 

*** d'ailleurs clair, en vertu de l'équation (20/, que le* fonction* <, et i, 
doivent être identiques. 

P«ut dès lors choisir les fonctions ? tell** que la fonction ~* v>if tou- 
jours nulle : il suffit de remplacer ^ par - r ? -- 7 * - i A. 

u «onction 4 (A) peut d'ailleurs être détermin** diretetnint A* m*tA*t* 
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à annuler ?. Je dis en effel qu'il suffit pour cela de calculer en chaque 
point A la constante •!»< A) par la condition 



ffr"*-ff. [ *-*' Kii 



</S„ 



II 



Y* «/Su — SI A=K, 



K riant une constante choisie une fois pour toutes, mais arbitrairement 
(on pourra, par exemple, prendre K - 0). 
On aura bien alors, en elïel, 

/ / \ • * dn ' » <tn I 

et, par conséquent, en appliquant le théorème de (îreen aux fonctions •; * 
et f", on obtient la relation cherchée 



ai) 



• \ — ' Il • 



Réciproquement, si cette relation a lieu pour tous les couples de points 
A. Il, on a 



(22; 



ff -""-■ 



K étant une constante indépendante de A. 

<Ê7. — On sait que l'usage de la fonction de (îreen |iermet de résoudre 
n<»u seulement le problème de Oirichtct, mais aus>i le problème frétié- 
ralisé relatif à l'équation 



<2 



A Y f\ >\ v. : . 



/ «t iiit une fonction donnée en < h.iquf |mm:i t du domain,* I) envisagé. 

l'.ireillt» remarque *«\t|»pi it| uf â l.i i|u<»*limi actuelle. Soient donnée* 
d'une part, l'équation 2 «'t, d'autre put, la condition à la surface 

./Y 



<//* 



\\ 



25 
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la condition (1) du n° 4, pour le problème intérieur étant remplacée par 

24 II fx ' y> 2 ) d '-+ I / FrfS = °- 

En appliquant le théorème de Green à la fonction V et à la fonction de 
Neumann y* , il viendra 

— CI / VtfS=0, 

C étant égal à zéro s'il s'agit du problème extérieur, et à la constante ^~ 
(d 'a près l'équation (17')), s'il s'agit du problème intérieur. Dans les deux 
cas, le terme C / / VrfS peut être laissé de côté, soit parce qu'il est nul, 
soit parce qu'il est constant. 

§ 6. — CAS DE LA SPHÈRE (') 

18. — Après avoir établi l'existence de la solution du deuxième pro- 
blème aux limites et montré comment son expression se ramène à la re- 
cherche de la fonction de Fr. Neumann, il nous reste à indiquer les cas où 
cette solution peut être obtenue effectivement, par exemple où la fonction 
de Neumann est connue. Mais ces cas sont en très petit nombre. 

Une méthode générale par laquelle on peut se proposer d'exprimer la 
solution cherchée consiste à la représenter par une série de la forme 

A 4> -t- A, «ï», -+- ... -t- A m <l> m -+- ... 

ou les ♦ sont des fonctions harmoniques déterminées, les A étant des coef- 
ficients arbitraires. Il est clair qu'on obtiendra une telle représentation si 
Ion peut mettre les valeurs données de la dérivée normale sous la forme 

A *îft -4- A — » -^ -+- A d * m -+- 

A ° dïT + A * dît ~ '" + Am SU + - 

O Dini, loc. cit. 
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C'est ce que Ton pourra souvent réaliser en prenant pour les <f> les fonc- 
tions fondamentales introduites par MM. Poincaré, Le Roy, Stekloff. elc. 

20. — Celle méthode conduit immédiatement à la solution dans le cas 
de la sphère. On sait que toute fonction donnée sur cette surface peut être 
développée en série do fonctions sphériques, pourvu quVIle soit continue 
et satisfasse aux conditions de Dirichlet sur tout grand corde. 

Cela posé, supposons d abord qu'il s'agisse du problème intérieur. Nous 

/\* 
avons a trouver la fonction V, connaissant ,- , qui satisfait à la relation 

an' ■ 



u) / / ;>=--o 



// 



Nous nous donnerons V sous forme d'une série de polynômes sphé- 
riques 

V \ 9 - r? \ l + ? 'Y i + .... 

On en déduit : 

(26 f n -= - (Y, ■+■ 2\\\\ -f- ... - uilt- ' Y m ~ ...). 

Il suffit donc de développer .- en série de tondions de Laplace 

«I», -'- *l\ -t- ... -r «!•„ -t- ... 

Il ne doit pas y avoir de terme en Y : c'est précisément là la condition 
de possibilité (1) du problème. Il n'y aura plus qu'à poser 

1,1 " Mil" l 

l.ors même nue la fonction '. , ne satisfaisant pas aux conditions de 

1 un * 

Dirichlet, ne |M>urrait pas être développée en série de fonctions sphériques, 
on pourrait [ l i, pourvu qu'elle soit eontinue <m même Unie avec disconti- 
nuités isolées, la développer en une série dont chaque lerme serait une 
sot/uw de fonctions sphériques ide degrés dilTérents enlre eux, en général 
et raisonner sur cette s^rie comme sur la série (25- (•'). 



1 IVard. J'$ n it.' d'Amil y* . t 1. J» *l s «*l »u.v. 
1*1 Cl. !.«' H»> T..« *f M«r •' ut' '/■ '•?!•"• d » •fi'tti-.m </•' ht rffthur. j». £s-3o. 
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On aurait de même pour le problème extérieur 

Y Y Y 

V = i* -4- — ' -h -4- -- - - 

* p 8 ••• ^ p m + 1 

et on déterminerait les Y d'une manière analogue à la précédente. 

20 6 ". — Cas de deux sphères concentriques. — La même méthode 
s'applique à l'espace compris entre deux sphères concentriques de rayons Rj 
et Rj ; on posera (*) ici 

V = Y + Y lP +... + Y m o>» -+- ... 
Y Y' Y' 

-4-—° -4- -- 1 -h -H — 
^ p* + -- | -p-r 



r > ~*~ '•• "*" Q wi-M~^" •*• 



On déterminera simultanément Y m et Y',„ par deux équations 
mKr _, Y _(?»±±)Vm_ <I , 

— mR-'Y +' (m+1 ^ -»' 

— 7/tn 2 I m -r om _j_ 2 — * »i 

dont le déterminant est différent de zéro, pour m > 0. Pour m = 0, les 
deux équations seront encore compatibles moyennant la condition de pos- 
sibilité (1). 

•M). — Dans les deux problèmes que nous venons de traiter, la solution 

peut êlre obtenue sans recourir aux séries. Nous allons faire voir que, soit 

dans le cas d'une sphère, soit dans celui de deux sphères concentriques, on 

peut ramener le problème de Neumann au problème de Dirichlet et à des 

quadratures. 

Cas d une seule sphère. — Soit I) la domaine inférieur (ou extérieur), 
hmilé par la sphère S. Soit D' le domaine limité par la sphère S' obtenue 
en augmentant (ou diminuant) de dR le rayon R de S. 

SiV est la fonction cherchée, on pourra en déduire par simple homo- 
Inélie une fonction V' harmonique dans le domaine \ï et prenant en les 
différents points de S' les valeurs que prend V en les points correspondants 



) "tni le cas où les valeurs données de la dérivée normale ne satisferaient pas 
lux éditions de Dirichlet, on appliquerait la même modification qu'au n° précé- 
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de S. La différence V — V sera harmonique dans D. Mais elle prendra sur 

S la valeur — ' tfR. Si donc on pose 

V V 

V — -— _ 

>! "■ (fit 

on saura calculer V t puisqu'on sait résoudre le premier problème aux 
limites. 

C'est cette fonction Y, qui va nous servir à calculer V. 

Autrement dit, et plus rigoureusement : Y(.r, y, z) étant harmonique, 
il en est de même de V().o* f ).#y, \z) % où X est une constante arbitraire. Il 

en est donc de même aussi de V V ()-*:, >.i/ f Xs) t c'est-à-dire, pour X = I, 

de 

/AIT *• »*V A' A' s «A f 

(27 \ r=.r -- -f- 1/ -r- - - = i 

1 t t /' * My J iV» 

o étant la distance au centre. 

De fait, on voit directement qu'on a 

(28 A ( x iX - y ' ,V H -- A ') - (* ; -*- y ; h- * * + 2) AV. 

V, étant calculée, on déJuira V do l'équation (27), |»ar l'intégrale recli- 
ligne suivante, prise sur le rayon OM 



29) V --- I >* r/o -h C 1 ' problème intérieur 



V r: 


• u 


Y 





(30 V - I ' #/ô (problème extérieur 



L'intégrale a un sens dans le cas du problème intérieur, car la condition 

au ««'iitri' de la sphère nV*l .itiln\ d'après le théorème de (jatiss, que celle 
de possibilité du problème» 



fit- » 
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L'intégrale a également un sens dans le cas du problème extérieur, car 
V, a été calculée comme fonction régulière à Tin fini. 

Si Vj est une fonction régulière à l'origine et s'y annulant, il en sera de 
même de 






ainsi qu'on le voit en remplaçant V, par son développement en série de 
Maclaurin. 

De plus, si V, esl harmonique, Y le sera aussi ; car, en vertu de l'équa- 
tion ($8), AV, étant nul, si AV n'était pas identiquement nul, il devrait 
®** une fonction homogène de degré — 2, ce qui esl absurde, AV étant 
^ulierà l'origine. On vérifierait d'ailleurs le même fait d'après l'exprès- 
S/ °fl de V sous forme d'intégrale définie. Cette dernière manière d'opérer 
applique, de plus, à l'expression (30), pour laquelle le premier raisonne- 
ment serait en défaut. 
S*j w la sphère de rayon R, la-fonction V, prend évidemment les mêmes 

va/e v* rs que la quantité — R -r— , dans le cas du problème intérieur et que 
~*~ *^ -j-, dans le cas du problème extérieur. On pourra donc en obtenir 

I ex x> T ession par la résolution du problème de Dirichlet. D'après les for- 
mu " ^s connues pour la résolution de ce problème sur la sphère, on aura 



iffi d }^Lfj;i 



\. = + r i i r /■<!$ + : / / -^ds 



i 



**-îgne — devant la première intégrale se rapportant au problème inlé- 
m>c * *\ le signe 4- au problème extérieur). On en déduirait, pour le pro- 
■>ie intérieur, par exemple 

[ + 4. / / du ' lb I r o • 
Les quadratures simples s'effectuent sans difficulté. On esl d'ailleurs 
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conduit à ces mêmes quadratures en cherchant, ainsi que nous allons le 
faire, la fonction de Neu marin. 

îll. — Ponction de Neumann. — Cherchons la fonction de Neu* 
mnnn relative au problèmo intérieur dans les cas de la sphère. Il s'agit de 

trouver une fonction •;* harmonique dans toute la sphère, sauf aux envi- 
rons de A. et telle que -.' soit constant le long de la surface limite. 
Posant 

(32) T - = -* + H, 



1 A 



r 



H doit être partout harmonique et sa dérivée normale doit satisfaire à 
l'équation 

(33 <M _. K £ 

dn tin 

Nous pouvons appliquer à ce cas particulier du problème précédent la mé- 
thode que nous venons d'indiquer pour sa solution, et diriger les cal- 
culs de manière à déduire la fonction de Neumann de l'expression connue 
de la fonction de (ireen. 

Soient p la distance OM, o la distance OA, 7 l'angle que ces deux droites 
font entres elles. L application de la méthode précédente nous conduit tout 

d'abord à chercher une fonction harmonique II t -- s '-- prenant sur la 

surface les mêmes valeurs, au facteur — H près, que le second membre de 
l'équation (33), c'est-à-dire que la quantité 

« 

Or la foin lion - est homogène et de degré — 1 par rapport à s et à l et 



Ton «1, par conséquent 


* l \ 


(34) 


1 


d'où. pour - K, 




<S5' II. 


- Ii 7' 



— Kl» 



r 
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Soit maintenant 

a K — — // A 



la fonction de Green relative au problème intérieur de Dirichlet pour notre 
sphère. On a, lorsque le point M est sur la surface de celle-ci, 

* = 4 

r 

et cette égalité, ayant lieu quelque soit le point A, petit-;) tre différentiée 
par rapport à o. On a donc 

(36) H.^-KR + A + sJ. 

Cette équation a lieu à la surface et par conséquent, dans tout le volume, 
puisque les deux membres représentent des fonctions harmoniques. Quant 
à h, on sait qu'il s'obtient en considérant le point A', image de A (6g. 3) 

situé sur le rayon OA à une distance du centre OA'=o'= — . En désignant 

par r 1 la dislance MA', on a 

(37) h=* 

Considérée comme fonction de ?, y et o', celte quantité h est homogène et 
de degré (puisque ^7 est de degré — 1 et ^ de degré -h 1) de sorte 

qu'on a 

/oox o f t\h . *h *h 

I^a fonction II t étant déterminée par la formule (36), il nous reste à cal- 
culer H par Téquation 



", 



»\o 



Si Ton tient compte de l'identité (38), on voit qu'on aura 



.39, II = A+ / (", -KR) 



d J. 





La constante K est choisie, ainsi que nous l'avons vu, de manière à ce 
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que l'intégrale ait un sens, c'est-à-dire de manière à annuler le coefficient 
de ^ : il faut donc prendre K = ït-, . 

On effectuera simplement la quadrature en introduisant l'angle OA M — £, 
qui donne 



o sin y j _o si n y _ 

• sin (y -h V) * sm (~Y ■+" 40 



et, par suite 



40 



/ \'> M/ ? 

A I " '"sm ? * I «** + " «* h + *.» ] « ~ ? | 

o 

/ H ' sin £ s ' H ° y* sin y 



Les formules (32), 39), (40 nous donnent 



v41) 



H 



loa 



2 II-* I" *- 



:o sin 




La quantité ainsi obtenue est, conformément à nos 
conclusions générales, symétrique par rapport aux 
deux points A, M dont elle dépend. Celte propriété ap- 
partient en effet, ainsi qu'il est bien connu, au second 

terme N , de la formule précédente. Elle appartient 

également à l'angle -l qui ligure dans le troisième 
terme, car, si Ion appelle M' l'image du point M, le* 
.leux triangles OA M, <>AM' sont, tomme on sait. 
semblable* entre eux et au triangle qui aurait un 
angle égal à •; compris entre deux côtés mesurés 
respectivement par W et y. 

r.n tenant compte île* relitinn* trigonométriqur* 
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fournies par le triangle OA'M , on peut aisément écrire le dernier terme sous 
la forme 

1 . 28' \ . 2.0M 7 

~ 102 —, -<; = ï, 102 , =r: > 

a o r > + / _ ? cos Y H © AM , + 0M , __ 3 cos ^ 

(«n permutant les points À et M). 
Lorsque le point M est sur la sphère, la valeur de y* se réduit à 



2 1 Uw r -+- R — § cos y 



■ - r i°g — - a a " ~ - ' ' 



y àleur obtenue (à une constante près) par Fr. Neumann (') par sommation 
u °e série de fonctions sphériques et qu'il suffira de substituer dans la 
for mijie(K)dun 24. 

*>' ^ii fin, au lieu du problème intérieur, on avait a (Ta ire au problème 
extér»jE^ ur> les égalités (35) et (36) subsisteraient en faisant K= ; la for- 
mule <^39) devrait êlre remplacée par 



do 



-»-/"s* 



e le**-* aurait finalement 



ft^fe, — Essayons encore d'appliquer la même méthode au cas de deux 

«ph&t~ei concentriques. Soient ©j les valeurs données de la dérivée normale 

sur la sphère intérieure S , (de rayon R,); 'f à , ces mêmes valeurs sur la 

spt&re extérieure S,, de rayon R 2 . On suppose, bien entendu, vérifiée la 

condition de possibilité 



42 



fl: ds -fj}" s= "- 



( ! ) Yorlet,, ùber die Théorie des Polentiah und der Kugelf unclionen , \>. Z7?» 
Qfl*»t «m valeurs intérieure et extérieure de la fonction 7", ell*> «ont due» a 
Bjerknea (foc. c'a , 1S71> et à Beltramî le. cit., tome III, p. 370-371 ; 1*73.,/ 
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Considérons encore la fonction auxiliaire 



.. .>V *V >V *V 

V. = X h 1/ ~ -|- J - r= -— • 

1 »>.r - f 01/ oj • i>p 

Celte fonclîon prendra les valeurs R t <p, sur la sphère intérieure, — 
sur la sphère extérieure. La résolution du problème de Dirichlet la 
donc connaître. Si dès lors on se donne les valeurs V de V sur une sj 
concentrique S intermédiaire ou coïncidant avec l'une des deux spl 
limites, on aura : 






les points M et M étant pris sur un même rayon. 

On ne peut évidemment pas prendre les valeurs V de V sur la sp 
S d'une manière arbitraire. Ces valeurs seront déterminées par la 
dit ion que Ton ail, dans l'espace donné, 

aV 

Or, de la condition A V, = 0, résulte déjà, d'après l'identité 28), 
1\ est forcément une fonction homogène de degré — 2. 

Il sera donc nécessaire et suffisant de s'assurer que A Y est nul sut 
Soient z, 0, © des coordonnées polaires. On a : 

ot ici : 

AN " ?: | tl? <?\ ,) -H 8in „ ^ («n ^ ) + 8| . n , fj y | „ 

\jz premi< r terme est donc connu et l'on connaît par conséquent 
somme des deux autres. 

îlîl. — l^a somme de ces deux autres termes n'est autre que le pa 
mètre différentiel du s fond ordre relatif à la sphère. 
Soit, d'une manière générale. 

V.flu* -r- Wdttdr -}- i;rf r * 

l'élément linéaire d'une s»urfa<<*. 



[ 
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On sait que l'on nomme paramètre diffwentiel du premiei* wdre d'une 
fonction quelconque V, la quantité 

KG — F* 

& paramètre différentiel du second ordre, la quantité : 

u ÔM ^ H y H * \ fl — 

°ù H = v 7 EG — F* satisfait à l'identité 

(»oir Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, Livre VU, chap. i). 
Si A, (V, W) est la forme polaire de A d (V), on a une formule analogue 
k ce 'le de Green : 

(45j / A, (V,' W) rfS + /w^Jfi+ / WA,VdS = 0, 

les intégrales doubles étant étendues à un certain domaine pris sur la sur- 
lace, ^t l'iniégrale simple étant prise le long du contour de ce domaine. 

k f les fonctions V et W sont régulières sur toute la surface S, celle-ci 
etanfc fermée, on peut supposer que le domaine d'intégration comprenne 
toute* | a 8ur f ace : l'intégrale simple disparaît alors. 

^ u déduit de là qu'il n'y a pas de fonction régulière et non nulle qui 
"^faase soit à l'équation A 2 V = 0, soit à l'équation 

(46, A 2 V = O 

SUr *Oule la surface. 

**^.— Le paramètre du second ordre A^V peut encore être défini géomé- 
n( l **^ment de la manière suivante : par le point M considéré de la surface, 
a,s °ïîs passer deux géodésiques rectangulaires, — ou encore, deux sections 
0r ***ales rectangulaires, — et sur chacune de ces lignes, considérons la 

r *Vee seconde -7-^ . ou s est 1 arc de courbe. La somme -7— * -+• ->— - des 
ds 2 as, ds- 

Va ^Ursde -r-f sur les deux géodésiques ou sections normales ne variera 

Hadaham) 4 
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|*s, lorsque celles-ci tourneront autour du point Al, en restant rei (angulaires 
entre elles, et sera précisément égale à A*V. 

Il est aisé de déduire de là la relation qui existe entre le paramètre A : V 
et le symbole AV relatif à l'espace, relation dont l'identité (43) n'est qu'un 
cas particulier. H suffit de rapporter celui-ci à trois axes rectangulaires 
dont l'un sera la normale Mnà la surface, les deux autres M.r lf Mr, étant 
tangents respectivement à nos deux sections normales. R ( et R, étant les 
rayons de courbure de celle-ci, comptés comme positifs dans le sens Mn, 
on aura 



îl v — dl l 


1 oV 

~~ FT, dn 


d»V rf'V 


1 *V 
~ R, .»' 



et par conséquent, 

AV d»V **X o'V , v o*V / \ 1 V 






35. — L'équation que nous allons avoir à intégrer est de la forme 

(47) A,V = f 

/étant une fonction donnée en tout point de la surface. Ce problème n'est 
d'ailleurs possible V étant une fonction partout régulière) que si Ton a 



(48) 



ffr*-. 



ainsi que le montre, pour \V .-. i, l'équation (45' étendue à Unité la sur- 
face. S'il est possible, il n'a qu'une seule solution, ainsi qu'il ressort de ce 
que nous venons de dire sur l'équation A^V ~ 0. 

Pour intégrer l'équation 47), on se servira de fonctions analogues à la 
fonction de Green dans le plan, c'est-à dire ayant des points singuliers 
logarithmiques. Il n'existe pas de fonction ayant un seul point singulier 
logarithmique et sati>faisaut <t l'équation \Y : 0. Mais on peut, soil con- 
sidérer, avec M. Picard, une fonction >atisfaisanl à celte éqiiilion et avant 
deux point* singuliers (comme la fonction de M. Klein, considérée au 
n u 25), soit une fonction satisfaisant à l'équation 46) et ayant un m»uI 
point singulier A, autrement dit régulière partout sauf au point A, et 
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infinie en A comme log , r étant la distance géodésique à A. Soit g K une 



telle fonction 



*r=î+H 



où H est une fonction régulière sur toute la surface. Prenant, dans la for- 
mule (45), 

W = l 



v = rf 



on a 



ff* m +f* 



± ds = 0. 



Si Ton étend l'intégration à toute la surface, moins un petit cercle entou- 
rant le point A, l'intégrale simple se réduit à — 2it et il vient 

KS -+- 2* = 

K étant la valeur constante de ± % g* , qui se trouve ainsi déterminée. 
Comme précédemment, on peut disposer de la fonction de A qui reste 
arbitraire dans la définition de g™ de manière que 

«») gï = 8i- 

H suffit pour cela, d'imposer à g la condition 



n 



g" k dS M = c, 



c étant une constante indépendante du point A (par exemple, c = 0). 

9 A étant connu, la solution de l'équation (47) s'obtiendra en appliquant 
la formule (45) (étendue à toute la surface, moins une petite courbe circu- 
laire entourant le point A) aux fonctions V et g* . Il vient ainsi 

(5°) 2*V A = - / / A, a" rfS M 4- Cf. 



= - / / r»9 u A dSM 



un démontrerait ici aisément que la valeur ainsi trouvée de V répond 
* la question, puisque la difficulté résultant des conditions aux limites 
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n'existe pas ici. Il suffit de remarquer, d'une part que la fonction g™, en 
vertu de la relation de symétrie (49), satisfait encore à l'équation 46) 
quand on la considère comme fond ion du point A ; d'autre part que l'ex- 
pression sous le signe f J dans In formule (50), étant irrégulière à la 
façon d'un potentiel logarithmique, la ditTérentiation sous le signe / f 
est légitime pour former le symbole Aj* à la condition d'ajouter au résultat 

la quantité — 2-f A . Or le résultat de cette ditTérentiation sousl • signe / f 

• %. 
est nul, en vertu de la condition (48). 

Sur la sphère, la fonction g* s'obtient aisément. D'anrès la formule .43». 
l'équation (46) s'écrira 

Si l'on prend pour point 8 = le point A, g sera évidemment indépen- 
dant de q ; et dans ces conditions, l'équ .Vio î précéJente admet Ci une 
constante addilive et à un fadeur constant près) une seule solution régu- 
lière pour 6 == r, savoir 

(51) </ = — logsin^ 

:*fl. — Revenons maintenant au, problème posé. Il nous reste à détermi- 
ner sur une sphère S u , une (onction régulière V sa ti> faisant à la condition 

*V. --£(?*',). 
D'après les lormules (50) et (51), cette Jonction sera 



,,,,/■/,;„ 



z\\) log si n ., rfS -h O, 



ce qui achève de détermim r la solution du problème. Il faut loulff. ••«* 
nous assurer que l'on a la condition île possibilité (48), soit ici 



•52» Il ^?V,)r/S. _-^0. 



PROBLÈME AUX LIMITES DE L\ THEORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES o3 

Mais celle condition résultera de la condition 
(42) / / ^tfS, + / / ?i dS 2 = 0. 

II suffit en effet de montrer que la relation (52) sera vériûée sur une 
sphère intermédiaire S au moins. 

Or on a, dto élanl l'élément de sphère de rayon 1 qui correspond à 
tilémenl rfS, ou dS t 

?1 dS, = ^ dS, = V lPl du>, 

?2 dS* — — ~i c/S a = — V,p 2 rfo). 

Donc Tintégrale / / \\sdi», étendue à la sphère de rayon p, prend la 

roérne valeur pour p = p, et pour p = p â . Sa dérivée par rapport à p s'an- 
n u/e donc au moins pour une valeur p de p comprise entre p, et p,, de 
sorte qu'on peut prendre pour S la sphère de rayon p ('). 

3^.-Ou peut se demander si des considérations analogues à celles que nous 
a*or*s présentées pour la sphère ne permettraient pas de résoudre le deuxième 
problème aux limites pour d'autres surfaces. La réponse est négative, au 
ma iris pour U méthode telle que nous l'avons développée. Soient, en effet, 
*» Ê*» if les cosinus directeurs de la normale à une surface fermée S et sup- 
posons encore qu'on connaisse, en tout point de S t la quantité 

ôV _ ^ dV g oV dV 

U faudrait, pour imiter la marche suivie dans le cas de la sphère, connaître 
trois fonctions X, Y, Z, proportionnelles, sur la surface S, à a, p, y et telles 
que l'équation 1\ = entraine 



53) 



cj 






Bien entendu, dans ces conditions l'intégrale I J V,p </<■> sera nulle, non 

ementpour nne valeur de p, mais pour toute valeur de p compriie entre p, et 
h- Uestd'ailleursaisé de voir comme conséquence de l'équation AV, = et abstrac- 
00 Me delà condition (42), que cette intégrale est une fonction linéaire de p. 
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Nous avons vu au u° 30 qu'il en «Hait ainsi pour X ** x t Y *» y, Z « 
ce fait nous est apparu comme une conséquence de celui-ci, que 



aV *>V *V 

-+«-+; • 
ojc y *y tz 



est une transformation infinitésimale d'un certain groupe à un parant 

Inversement, X, Y\ Z étant trois fonctions qui donnent lieu, poui 

fonction harmonique, à la relation (53), considérons le groupe à ur 

„ oV , A T ^ 

mètre qui a pour transformation infinitésimale X — + Y ■- -+- Z - 

trement dit, écrivons les équations différentielles 

dot di/ dz n 

A K x: y\ 5) I (x\ *'. z') A (*'. y'. «'I 

et soit 

!u: = £ (jt, y, z, >.) 
y* = *.(*. y.*.*) 

la solution qui, pour X — 0, se réduit à r, y, z. Le premier membre 

relation (53) peut s'écrire ^ A\V,/.o et dans l'hypothèse où noc 

plaçons, cette quantité est nulle, pour une valeur quelconque de >. 
transformation (54) correspondante conserve l'équation AV _. 0. 
Or, les conditions, pour qu'il en soit ainsi, sont : 

, »\r' »v' oy' i\i/ «^' os' »\/*' »\r' .7/ .v/ «%j ,>x 
»>y oj »^i/ »^j ~*~ «\y tz ^z .\r oj ,>x os «vr 
»\i-' t\r »v/' ^y oj ^- 

= -r ■+■ — ... Il, 

«\r oy .\/* «\i/ .\r .*#/ 

t\r o-\r" •»-'»/ o'i/ •»•*#/ .»-'j .»•',; . %l : 
.v/* •»;' »\r- «>y z «>j- .\r* .*»/- » v - 



(55) 



(56 



Donc, si la transformation X -^ Y - -» Z roiiM»i\rl équation 

•\r »*!/ i>^ ■ 

les dérivées par rapport à À «ks pn»iui»«i> iii»miiI»h •* «1»"» éqtiatmu* 55 
doivent être nulles ei» iiiém** te 111 p.* qu»» c*»s pr«»nii*»i* tii'-iubre» eux-u 
— ce qu'il e«»t aiv*- de vérifier directement. 
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Les conditions (55), (56) sont d'ailleurs vérifiées pour X = 0, puisque x\ y\ 
: se réduisent à .r, y, z. Donc, elles sont vérifiées pour toute valeur de X. 

Mais les équations (55) définissent les transformations conformes de l'es- 
pace, et les équations (56) excluent à leur tour toute transformation autre 
que les déplacements et les similitudes. 

Si Ton adjoint la condition que X, Y, Z soient les paramètres directeurs 
de la normale à une surface formée, il est aisé de voir que cette surface ne 
peut être autre qu'une sphère. 



§ 7. — PROBLÈMES MIXTES 

38. — Nous nous sommes jusqu'ici occupés du problème dans lequel la 

dérivée normale était donnée sur toute la surface limite. Il ne faudrait pas 

croire que ce problème et celui de Dirichlet dans lequel les valeurs de la 

fonction V elle-mùme sont données sur toute la frontière soient les seuls 

<jue nous puissions avoir à résoudre. Non seulement, en théorie de la 

chaleur, on rencontre des questions analogues dans lesquelles interviennent 

tes valeurs de -?- H- h\ (h étant un nombre négatif). Mais, même en Hy- 
drodynamique, on est, en général, conduit, non au problème de Dirichlet ou 
a œlui que nous venons de traiter, mais à un problème mixte dans lequel 
tes valeurs de la fonction harmonique cherchée V sont données sur une 
partie de la surface et celle de sa dérivée normale sur l'autre partie (*). 

Comme les précédents, ce problème, s'il a une solution, n'en a qu'une 
seule; | e raisonnement classique par lequel, on démontre ce fait, pour les 
deux premiers problèmes s'appliquant encore sans modification. Mais ce 
résultat négatif est presque le seul que nous possédions à son égard. 

**9« — L'étude d'un cas limite permet de se rendre compte au moins 
" e la nature de la difficulté. Proposons-nous de résoudre le problème 
P°ur la portion de l'espace située au dessus du plan des x y, la valeur de 

^ étant donnée en tout point de ce plan à l'exception d'une certaine 

^ 21 dans laquelle on donne V lui-même. On impose en outre à la fonc- 
tion V | a condition de s'annuler à l'infini à la fa<;on d'un potentiel (les 

v ) Ce problème pourrait, à la rigueur, être regardé comme un cas particulier de 
** Ul qu'on étudie en théorie de la chalour, en considérant h tantôt comme nul, 
u atôt comme infini. 



:îg chapitre i 

valeurs données à In frontière étant supposées bien entendu con 

avec cette condition . Le problème est alors déterminé. 

Si la valeur de V était donnée sur tout le plan, la solution serait 

V 
tentiel de double couche d'épaisseur .,_ . Si au contraire la déri 

donnée partout, V serait un potentiel de simple cou. lie de densité 

Nous prendrons comme inconnues auxiliaires les valeurs de la 
de cette simple couche dans l'intérieur de Taire ï. Celles-ci serou 
minées par la condition que le |>otcutiel correspondant ait, flans et 
des valeurs connues (savoir, les valeurs données diminuées de et 
prend le poteuliel de la simple couche extérieure à S). 

Le problème ainsi |»osé : distribuer sur t/ne aîre limitée donné 
simple couche dunl te potentiel ait unr mie ne donnée en chay* 
de S, peut être ramené au problème de Dirichlet de la manière s 

Sur la normale à £. jurions départ et d'aulre de très |»etîte* Ion: 
s'annulant au contour. Nous formons ainsi deux feuillets con>liti 
leur ensemble une surface fermée S. Le problème qui consiste à 
sur S une simple couche de potentiel donné en chaque point 11V 
que celui de la distribution eleelrique sur S (supposée placée dans u 
électrique donné); il >e ramené au problème de Dirichlet. Lad< i»i 
cliée sur 1 est évidemment le double de la limite vers laquelle 
densité sur S, lorsque les longueurs À tendent vers zéro. 

Lorsque Taire ï est circulaire ou elliptique, on peut prendre 
un ellipsoïde infiniment aplati ayant S pour section principale. 

\a*s méthodes connues pour la résolution du problème de Uiric 
l'ellipsoïde donnent alors la solution du problème. 

Le procédé précèdent ne s'applique malheureusement pas v <lt 
sous la même forme) hors du cas de la froutièie plane h quel est tb 
de signification réelle). (Considérons par exemple une sphe e dont I. 
est divisée en deux parliez dan* I nue desquelles I. on «l.mnela vale 

iHiidaut uuela tlonuée e*t M dans le n-te. Si I m» red .is.iil â 0. I* 

1 ■ tin 

de la foin ton harmonique Y serait donnée par la formule . 31). 
mi prend |M»ur inconnue* aiixili lin** le* valeur* d«- dans Tain 
de\ra les déterminer par la i '••inlilinu que f iute^r.th* 






I II I *!»■■: 



Il '- 
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ait des valeurs données sur 2. C'est un problème beaucoup plus difficile 
que le premier : il appartient il est vrai, à une catégorie de questions qui 
ont été résolues par les récents travaux de M. Fredholm ('). Mois celle solu- 
tion est de forme relativement compliquée. 

40. — 11 existe cependant quelques cas exceptionnels où le problème 
mixte se ramène aisément à celui de Dirichlet. Tels sont, par exemple : 

le cas d'un prisme ou d'un cylindre droit (Taxe des z parallèle aux 

d\ T 
arêtes), V étant donné sur la surface latérale et «- sur les bases. La fonc- 

lion harmonique — sera alors donnée par les conditions de Dirichlet; 

celui d'une portion de sphère limitée par un angle polyèdre ou un cône 

ayant son sommet au centre, Y étant donnée sur la surface polyédrique ou 

d\ 
conique, -7- sur la surface sphérique. (Un cas particulier remarquable est 

"'lui de la demi-sphère, la surface polyédrique étant réduite à un plan). 

On opérerait comme au n° 30 ; 

celui d'une portion de volume de révolution limitée à deux plans menés 

dV 
P* r l'axe, -%- étant donné sur ces plans et V sur la surface. On prendra 

Nr nouvelle inconnue la fonction harmonique (comme en s'en assure 

a,s ^menl par les considérations des n°*30et 37) x ' 1/ '•■ - (où l'axe des z 

1 ' *\t/ J ex 

***> l'axe de révolution). 

On calculerait également sous forme de série de fonctions sphérique* 

(co r»parer 29 bis; une fonction harmonique dans l'espace compris 

ea Ire deux sphères concentriques et donnée par des valeurs sur une des 

s P>i*ères, celle de sa dérivée normale sur l'autre. 

-11. — D'autre par!, on généralise sans difficulté au problème mixte la 
taêorie de la fonction de Green que nous avons appliquée au problême de 
>^umano. Seulement cette fonction de Green est en général inconnue. 

-H* 1- . — Il est clair, comme au a J 5, qu'on ne doit pasconsidérer comme 
essentiellement différent du problème dont nous venons de parler, celui 
dans lequel, avec les mêmes conditions aux limite*, on aurait affaire, non 
plus à l'équation de La pi are, mais à l'équation (2). 

,! J Voir eatre aotret C -R Ac. d*i Se., 27 janwer-3» uin l'j^. 
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LES ONDES AU POINT DE VUE CINÉMATIQUE 



§ i. — RÉSULTATS CLASSIQUES («) 

a) Résultats relatifs aux déformations 

If 42* — La position d'un milieu déformai) le, tel qu'un fluide, est dél 
lorsque l'on assigne la position de chaque point : autrement dit, lors 
les coordonnées x, y, z d'un point quelconque sont données par des r 
lions de la forme 

( x = F, (a. b. r) 
(1) //— r\ a } 6, c 

f z — F, a % b, o 
a, 6, c, étant des paramètres destinés à distinguer les uns des autres 
différents points du fluide, par exemple les coordonnées qu'avaient tes 
tivement les points dans une position déterminée de ce milieu. 

S'il y a mouvement, c'est-à-dire si la position du milieu dépend 
temps f, les formules (1) deviendront 

( r -• F, a, 6, c. t 
(1) J y=r\(a, M, I) 

f Z r= F, (a. b, C, /). 

La figure formée par l'ensemble dos points dont chacun a pourcoordon 
cartésiennes les valeurs de #i, b % c correspondant à un |ioint du milieu 
dite l 'état initiai de ce milieu. Cet état initial pourra être, par exem 
celui où se trouvait le milieu à un instant déterminé t de son mouvem 



*> Voir Lord KfNin et Tait, 7*»v«(i«- of mUuraï philos*>}>hy \ Kirchhofl. Ai 
nif*e ; Traiv 'le JlMum'y*' rationnelle, d* M. Appel!, tome III, ch. xxu et xs 
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Mais il n'est pas nécessaire qu'il en soit ainsi, ni même que l'état initial 
soit physiquement réalisable ; son rôle se borne à permettre d'exprimer 
mathématiquement que la particule qui, à l'instant / 2 , occupe la position 
( x v Vt> z t) esl h* même qui, à l'instant /„ était en (x,, y u * x ) • on recon- 
naîtra qu'il en est ainsi lorsque les valeurs de a, 6, c qui, pour t = f |t 
donnent x = x u y = y u z = z x seront les mêmes qui, pour / = /„ 
donnent x = x,, y = y 2t z = z % . 

Rien ne nous empêchera, le cas échéant, de changer d'état initial ; autre- 
ment dit, d'exprimer x, y, z f dans les formules (1'), non plus en fonction 
de a, 6, c, mais en fonction d'autres paramètres a', b', c\ pourvu que ces 
derniers soient fonctions uniquement de a, 6, c, et non du temps, a, 6, c 
étant également calculables en fonction de a', b' t d \ 

43, — Dans le cas particulier où on considère l'état initial comme une 

première position occupée par le milieu, les formules (1) définissent une 

déformation permettant de passer de cette première position à celle dans 

^quelle les coordonnées sont x t y, z. 

On nomme déformation identique celle dans laquelle la seconde position 

coïncide avec la première, les fonctions F,, F it F., n'étant respectivement 

au *res que a, b, c. 

^^~4. — Il sera toujours supposé que les équations (1 ; ), lorsqu'on y donne 
*» £/* z et f, admettent une solution unique en a, b, c : autrement dit, qu a 
ua même instant t, deux particules différentes ne peuvent occuper la même 
P°^ition. Ceci exprime évidemment X impénétrabilité de la matière. 

"45. — Nous supposerons également que les fonctions x, y, z sont en 

général continues. Nous remarquerons toutefois qu'en ce qui concerne la 

continuité par rapport à a, b, c, cette seconde hypothèse est beaucoup 

m oing légitime que la première. C'est ce dont on se rendra compte en 

^marquant que deux liquides ou deux gaz mis en présence finissent en 

général par se mélanger : dans ce cas il est clair que des molécules séparées 

primitivement par des intervalles finis, — à savoir celles qui appartiennent 

respectivement aux deux fluides et n'étaient pas primitivement situées sur 

leur surface de contact — , viennent plus tard en contact immédiat les 

unes avec les autres. Il n'y a évidemment aucune raison de supposer que 

ta différentes parties d'un même fluide ne diffusent pas les unes dans les 

*utres comme le font les molécules de deux fluides différents : s'il en est 
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ainsi, .r, »/, ;, tout en étant continues par rapport a /, seront des fonctions 
totalement discontinues de a, 6, c. 

Malgré cela, l'hypothèse de la continuité semble, dans un grand nombre 
de cas. rendre un compte suffisant des phénomènes. Nous l'adopterons 
dans ce qui va suivre et nous supposerons même les fonctions t. y, ; 
dériva blés en général. 

1JV ,,J . — Il est clair que ceci limite, dans une certaine mesure, ce qu'il y 
a d'arbitraire, d'après ce que nous avons dit plus haut dans le choix de 
l'état initial : lorsque nous remplacerons les coordonnées initiales a, b, c 
par d'autres a\ h , c , il faudra que celles-ci soient des fonctions dérivables 
des premières. 

•!•!• — Nous n'excluons d'ailleurs pas — et nous étudierons plus loin — 
le cas où les fonctions .r, y, z seraient discontinues, par rapport à a. 6, #\ 
sur des surfaces isolées. 

Kn particulier, tandis qu'il ne peut jamais arriver, en vertu de notre 
première hypothèse (n° II , que deux portions du milieu pénétrent Tune 
dans l'autre, l'inverse peut avoir lieu : il peut fort bien se faire que deux 
régions primitivement continués se séparent l'une de l'autre, de manière 
à creuser une cavité entre elles. 

On suppose toutefois, sauf indication contraire, — et c'est aussi ce que 
nous torons dans ce qui va suivre — , t/ue de telles cavités ne se produisent 
pas, se réservant de traiter à part 1rs cas où elles prendraient naissance. 

17. — Nous allons rappeler d'abord les principes relatifs aux déforma- 
tions. 

Les équations 1), ditlérenciécs, donnent 

[ tir =• <i x (la -r- '', fH» -H f*i '/<*, 

(2) < dij -- a. du -r- b â dh -i t\dc t 

( Jz - a t ffa -r- h.db -r c - de, 

«i, /i|, c,. fi mt bj. '"., a , b , *', étant les dérivées partielles de j\i/ t z par 
rapport à #i,'v. (^déterminant 



", a, '•. ! 



•\r %\e »vc 

Stt «*// tV 



■ " I .v| ,V> ,v* | 

il. t. .-, , 
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déterminant fonctionnel de x, y 9 z par rapport à a> b, c, ne saurait changer 
désigne lorsqu'on fait varier a, b, c ; sans quoi il est aisé de voir que ce 
changement de signe ayant lieu suivant une surface de position initiale S 
et de position actuelle S, les régions du milieu initial voisines de S et 
situées de part et d'autre de S donneraient, dans le milieu actuel, des 
régions conliguës à S et situées du môme côté de S : ce qui e>l contraire 
à l'hypothèse fuite au n° 41. Le déterminant 1) ne saurait non plus, dans 
l'équation (1'), s'annuler, quels que soient a, b, c, pour une certaine valeur 
de /, sans quoi on sait que x, y, z ne seraient pas des fonctions distinctes 
de a, b t c, contrairement à la irême hypothèse. Ce déterminant aura donc 
un signe invariable ; nous le supposerons toujours positif ('). Ce détermi- 
nant l) est lié à la densité p du milieu au point considéré. Celle-ci est en effet 
définie par la condition que l'élément de masse dm soit égal à p d x dy dz. 
Ce même élément étant, d'autre part, égal à p dadbdc, où p est une fonc- 
tion de a, b t c indépendante de l, on a 

<3) D = £-°; 

? 

nous supposerons que p n'est jamais infini, de sorte que D ne s'annule pas. 



P 
l'état (x, y, z) par rapport à l'état (a, b y c). 



On désigne encore le déterminant D = ^ sous le nom de dilatation de 



4$ 9 _ Si le milieu considéré n'occupe qu'une portion limitée de 
l'espace, il est impossible (dans les hypothèses théoriques que nous avons 
adoptées) qu'un point situé sur la surface limite dans l'état initial de- 
vienne ensuite un point intérieur ou inversement. Cur un petit arc de 
courbe à tangente variant continûment comprenant le point en ques- 
tion se changera nécessairement en un arc analogue, lequel sera ou ne sera 
pas nécessairement compris tout entier dans le milieu, suivant que ce point 
est ou non intérieur. 

49. — Si Ton se borne à étudier ce qui se passe au voisinage d'un point 
déterminé du milieu en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur 
et que, dans chacun des espaces initial et actuel, on transporte l'origine 



'*■) Il est clair que ceci apporte une nouvelle restriction au choix de l'état initial. 
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des coordonnées en ce point, on pourra remplacer, dans les formules (2i. 
da, db, de, dx y dy % dz par /i, b % c, x, y % z et écrire 

!x = a, a -h 6, 6 -h r, c 
v c: = a,a -+- 6 S 6 -f- c 3 c 

La déformation du milieu autour du point considéré coïncide donc 
sensiblement avec celle qui est définie par la substitution linéaire (S ). 

Géométriquement parlant, la transformation (nommée quelquefois «//*- 
nité) définie par les équations (2') est une transformation homographique 
qui conserve le plan de l'infini. Elle peut être considérée comme caracté- 
risée par la propriété de changer deux droites parallèles quelconques en 
deux droites parallèles et d'altérer dans un même rapport deux segments 
quelconques pris sur ces deux droites. 

50. — Les équations (2') peuvent, en général, on le sait, être mises 
sous la forme 

(4) X = « t A, Y = * f B, Z = i,C. 

où A, B, C sont des fonctions linéaires de a, 6, c et X, Y. Z désignent le* 

mêmes fonctions de x, y, z ; les nombres * |f s Jf * s étant les racines de 
l'équation 

a, — s b { c, 

^5 a t b t — s c i = ; 

a, b, r, — s 

mais lorsque l'équation précédente a des racines multiples, il n'est pas tou- 
jours possible de réduire la substitution (2') à la forme (4). Déplus l'équa- 
tion (5) peut avoir des racines imaginaires. 

Une autre forme donnée à la substitution (2'\ et qui a une bien plus 
grande ini|>ortance en mécanique des fluides, est, au contraire, toujours 
possible sous forme réelle : c'est celle qui fait intervenir la notion de 
dêfo rma t ion p u re . 

On dit <|ue la substitution v 2 représente une déformation pure lors- 
qu'elle peut être mise sous la forme 4\ les plans A = 0, B = 0, f* r= 
formant un triedre trirectanglc. La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il en soit ainsi est que la quantité 

(6) rda -f- ydb -t- - de 

soit une différentielle exacte, autrement dit, que le déterminant S soit sy- 
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métrique. La première partie de cette proposition fait partie de la | théorie 
connue des surfaces du 2 e degré; la seconde résulte de ce que l'expression 
(6) est invariante par tout changement de coordonnées rectangulaires 
effectué simultanément sur x, y, z et sur a, b, c, et de ce que, d'autre part, 
lorsqu'on prend pour nouveaux plans cordonnés les plans A = 0, B = 0, 
C — 0, (ce qui est possible s'il s'agit d'une déformation pure), les équa- 
tions (4) deviennent 

(4) x — $ t a, y = s à b, z = s z c. 

On voit, d'après cette dernière forme, que la déformation pure revient à 
un système de trois dilatations eflec tuées dans des directions rectangulaires 
entre elles. 

51. — Toute déformation de la forme ;2') peut être remplacée par une 
rotation précédée ou suivie d'une déformation pure. Il suffit, à cet effet, de 
considérer l'ellipsoïde des dilatations ou ['ellipsoïde de déformation. On 
nomme ainsi, dans une déformation quelconque définie par les équations (1), 
l'ellipsoïde ?= 1, <p étant la forme quadratique définie par l'identité 

o tda, db, de) = (1+ 2e.) rfa 2 4- (1 -f- 2e â ) db* -h (1 + 2e 3 ) de* 
+ 2*( i dbdc -+- 2^ i deda -f- 2y. i dadb = dx 2 -+- dy* -*- dz* 

Les coefficients t lf e 2 , e 3 , y,, ?*• Y a qui figurent dans la formule précé- 
dente, c'est-à-dire les quantités données par les formules 



I 



&c *x rtj/ oy bz dz ùx ùx oy by bz àz 

bb Se àà bc bb ùc ' ^ a Se ôâ ~*~ de h~â oc ba' 

&r b.v dy t>y d* ôa 

" 3 babb ~^~ bâbb^ bâbb 

ont dites les composantes de déformation. La dilatation D est une fonc- 
tion de e p g Jt e 3 , Y t , T„ y 3 : car le discriminant de <p est égal à D*. 

Lorsque la déformation est de la forme (2'), l'ellipsoïde de déformation 

( T ) <?(a, b } c)=i. 

«I le lieu des points qui, une fois cette déformation effectuée, se trouvent 
*ur la sphère 

» 2 +y 2 4-* 2 = 1. 
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Trois plans diamétraux conjugués de la quadrique 7 ) deviennent, par 
la déformation (2 , trois plans reclangul lires. H existe donc un Irièdr* 
tri rectangle T et un seul auquel correspond un trièdre trirectangl* T : 
c'est celui qui est formé par les plans principaux de la quadrique en 
question, l'ne rotation de l'un des deux espaces amènera les deux trîèdres 
T, T , à coïncider, après quoi il ne restera plus, pour faire coïncider entiè- 
rement les deux milieux, qu'à effectuer une déformation pure. 

Si la substitution 2') est une déformation pure, la quadrique f - t 
définie par l'identité 

(6) ., «*//' = xda -+- ydb -f- zdc 

a les mêmes plans principaux que l'ellipsoïde (7), les axes de l'un ayant 
pour longueurs les carrés de ceux de l'autre. C'est ce qui se voit immédia- 
tement en prenant la déformation pure sous la forme (4 j. 

52. — Tous ces résultats relatifs aux déformations sont bien connus 
mais nous devons insister un instant sur un cas particulier auquel on 
peut, comme l'ont fait lord Kelvin et Tait, rattacher le cas général par la 
considération des sections circulaires de l'ellipsoïde (V'i. 

Soient P un tel plan de section circulaire, P' son homologue : un cercle 
tracé dans le plan P a pour transformé un cercle du plan P : autrement 
dit toutes les lignes du plan P sont dilatées dans le même rapport, de sorte 
que tout» figure du plan P est semblable à son homologue du plan P. 
Pour transformer le milieu initial en un autre qui soit semblable au mi- 
lieu final autrement dit qui s'en déduise par une homothétie et un dépla- 
cement, il suffira donc de lui faire subir une déformation delà for m* 
(2 ) dans laquelle tous les points du plan P resteront inaltérés. Ce sont de 
telles déformations que nous allons étudier spécialement. 

Si, pour simplifier, nous prenons pour plan des / y le plan P, le* f«ir- 
mules 2 s'écriront évidemment 

t ~ a -f- ).*• 

(8) , .V "-= b -+- pc 

r(\ + v. 

puisque |*iur r .-■• (I un doit avoir t ■ - a, // - A, z r. 

l.e* formules ainsi é< rites montrent que le*» déplacement*» de tous le* 
points ont incine direction et »ont proportionnels aux distances de ce* 
|»oints au plan P. Pour connaître entièrement la déformation en question. 



LES ONDES AU POINT DE VUE CINEMATIQUE 



Cj 




Tig* f 


1 

1 
i 


/' 


! / 



il suffira de se donner le segmenl 'À, ^> v • Ce segment, qui représente le 
déplacement d'un point situé à l'unité de distance du plan P, peut donc 
être appelé le segment caractéristique de la déformation. 

Le triangle M m M \fig. 4 formé par un point quelconque M , sa pro- 
jection sur P et sa nouvelle position 
après la déformation, est constamment 
semblable au triangle analogue formé à 
l'aide d'un point déterminé situé à l'u- 
nité de distance du plan P et ayant 
pour un de ses côtés le segment carac- 
téristique. 

Pour que Ton ait affaire à uue dé- 
formation pure, il faut et il suffit que 
). = ul=0, c'est à-dire que le segment caractéristique soit normal au 
plan P : la déformation se réduit alors à une dilatation normale à ce plan. 
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi; nous pourrons toujours néanmoins 
supposer \l == 0, en prenant pour plan des xz un plan parallèle au seg- 
ment caractéristique. Prenons ce plan pour plan du tableau. 

Soit M la position finale du point situé primitivement en M dans le 
plan du tableau. La perpendiculaire élevée au milieu de M M, dans ce 

plan, coupe le plan P en un point 
(fig. 5) tel que OM = OM . Par un 
second point 0' appartenant égale- 
ment à la trace du plan du tableau 
sur le plan P, menons une droite 0' 
M' égale et parallèle à OM . Le paral- 
lélogramme OM 0' M' se transfor- 
° mera en un autre parallélogramme 

Fi é- 5 MO' M' : il se sera déformé à la 

'açon d'un parallélogramme articulé. 

Recette déformation, il est aisé de déduire le déplacement d'un point 
quelconque N du plan du tableau. Si en effet, par ce point, nous menons 
Q ne parallèle à OM , laquelle coupe 00' en w et M M' en \i , ce point n 
pourra évidemment être considéré comme entraîné par le mouvement de la 
"^supérieure M M' du parallélogramme articulé : ce qui fera connaître 
** nouvelle position jx. En prenant alors, sur la droite <o|jt, un segment <»N 
^àcoN,, on aura la nouvelle position du point N . 

Le mouvement d'un point non situé dans le plan du tableau sera d'ailleurs 
feuni ^ ^{^ j e ^ projection sur ce plan. Au reste, pour obtenir en 
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même temps les déplacements de tous les points de l'espace, il suffirait 
évidemment de remplacer notre parallélogramme articulé par un parallélé- 
pipède droit articulé, ayant pour base ce parallélogramme. 

53. — Si Ton a pris 00' égal à OM , le parallélogramme 0M é 0'M' # est un 
losange, et il reste tel après déformation. Les deux diagonales de ces losanges 
et la perpendiculaire au plan du tableau constituent donc lesaxesdit trièdre 
T qui est tri-rectangle lant dans l'état initial que daos l'étal final. Si l'on 
veut décomposer la déformai ion en une déformation pure et une rotation, 
celle-ci a pour axe la perpendiculaire au plan du tableau et pour angle, 

M OM 
celui dont tournent les diagonales du losange, soit — ° 9 - . 

51. — Le rapport des densités, autrement dit le rapport dans lequel est 
altéré le volume du parai lèlépipède articulé, n'est évidemment autre que le 
rapport dans lequel est altérée la surface du parallélogramme qui lui sert 
de base, ou encore la hauteur de ce même parallélogramme : on aura donc 

?0 r^ 1 -f- v 

v étant la composante normale du segment caractéristique. 

Si cette composante est nulle, il est clair que toute figure située dans un 
plan P, parallèle à P subit, dans son plan, une simple translation parallèle 
à la direction i\xe (À, u, 0) et proportionnelle à la distance des deux plans 
P P|. Une telle déformation prend le nom de glissement. 

En décomposant le segment caractéristique en deux, dont {l'un soit pa- 
rallèle au plan P et l'autre perpendiculaire à ce plan, on décomposera la 
déformation qui nous occupe en un glissement et une dilatation pure. 

55. — Si le plan P, au lieu d'être le plan des .ry, avait pour cosinus 
directeurs a, {S, v, le* formules '8j seraient évidemment remplacées par 

!'• a -.- >. in { 'ç,h \ Y r . 
»/ - t t ... ;i -ut .f- '-/> -i. vr t 
z --- '" î / ia r- *»h \- "r , 

\jb segment caractéristique sciait celui qui aurait pour projection* X, p, », 
et le rapport des densités, lié, comme nous l'avons vu, à la composant* 1 
normale de ce segment, serait 



**=! + 


x«, 


S-mi. 




-- = n». 




2-« + «* 


-£ = UY> 


— =r va. 




s-*. 


i>Z . 

■- = * + *(. 
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Ce apport serait également celui dans lequel serait altérée la dislance 
d'un point quelconque au plan P. 

56. -t Ce qui précède nous permet de nous représenter, dans le voisinage 
d'une surface S, une déformation (non plus homographique, mais quel- 
conque) qui laisse inaltérés tous les points de cette surface. Celle-ci 
pourra en effet, au voisinage d'un quelconque de ses points, être assi- 
milée à son plan tangent, de sorte que le déplacement d'un point quel- 
conque M de l'espace voisin de 0, s'obstiendra en multipliant un segment 
déterminé (X, p, v) par la distance normale du point M à la surface. Bien 
entendu le segment(X f fi, v) varie avec la position du point sur S. Les 
dérivées partielles de x t y, z par rapport à a, 6, c, au point 0, seront 



111) 



z > ?, y étant les cosinus directeurs de la normale à S en 0. La dilatation 
en ce point, égale au rapport dans lequel sera changée la plus courte distance 
du point M à S, sera donnée par la formule (10), laquelle représente 
d'ailleurs bien le déterminant du tableau (11). 

Ht» — Déformations d'ordre supérieur. — Si après avoir tenu compte, 
comme nous l'avons fait, des infiniment petits du premier ordre dans 
une déformation quelconque, on voulait faire intervenir les infiniment 
^U d'ordre supérieur, on serait conduit, dans le cas général, à une 
etode extrêmement compliquée et qui semble actuellement inutile. Nous 
D aurons besoin de faire cette étude que dans un cas extrêmement parti- 
Cu l>er, tout à fait analogue à celui que nous venons de traiter. 

Nous considérerons une déformation qui, non seulement laisse inaltérés 
*° u s les points d'une certaine surface S, mais coïncide en chacun de ces 
P^nts avec la déformation identique aux infiniment petits du n ième 
wdre près, c'est-à-dire est telle que toutes les dérivées partielles de x % y, z 
P** rapport à a, b, c jusqu'à l'ordre n — 1 inclusivement soient nulles sur 

°»*l exception des dérivées — > -•-£> — qui seront égales à i. Cherchons les 

r ùa ùo «>c ^ ° 

dations qui auront lieu, dans ces conditions, entre les dérivées d'ordre n. 
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La méthode dont nous allons nous servir pourrait d'ailleurs rer 
celle que nous avons employée au n° précédent, pour le cas de n = 
Soit d'abord, pour fixer les idées, n = 2 et désignons par 

f a, 6, ci = 0, 

l'équation de S et par /**, f bt f e les dérivées partielles ^' » *^« — . 

La relation 

«>a — f> 

a lieu par hypothèse en tous les points 'de S. Nous pourrons donc 
férencier sur cette surface : autrement dit, la relation 

_ fia ■+- — . db -f- — de — 0. 

»VJ* «VI .>/> «H| i>C 

aura lieu pour toutes les valeurs de da, db, de qui satisfont à la reL 
(12 fada -h f b flb 4- /;.rfr = 0, 

ceci donne 

fi*X **X tf.r 

•vj* tvto6 ivitv» 

A "A" "" A * 

De même les équations * r = 0, — == différenciées sur S, don 
•>*jr o*x **x 

7.7 _ Â A ' ' 

t^j* «>'./• »>*.r 

7T ''"' y: r. ■ 

De ces relations, résulte, en somme 

c?.r t*.v ^'.r »>*.»* o'.r tf.r 

,18) a» AA ~ Û ' ~ N ~ AA " /•• 

ou, en désignant par > la valeur commune des rapports précédents, 

w o&oc ' x\\\a ' ' *wb ' ' ' 
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relations que l'on peut exprimer ainsi : l'équation symbolique 

(14'; (~ da + i db h- £ de Jx = \{f a da -+- f b db 4- f c de)* 

esl une identité par rapport aux différentielles da, db, de. 

Si nous remarquons que la différence x — a est nulle, au point consi- 
déré de S, ainsi que ses dérivées premières, nous voyons qu'on peut écrire, 
aux inGniment petits près du troisième ordre, 

(15 x = a+ -£-. 



De même, en introduisant de nouveaux nombres n, v, on pourra écrire 

(15') 



* Vf 1 



58. — Les quantités f a , f bi f c sont proportionnelles aux cosinus direc- 
teurs a, ji, y delà normale à S. Elles sont même respectivement égales a ces 
cosinus directeurs, si I 'équation de 3 a été prise sous une forme convenable. 
Supposons qu'il en soit ainsi : alors f représentera, aux infiniment petits 
du second ordre près, la distance normale du point (a, b, c) h S. Nous 
voyons alors que la déformation considérée est connue, aux infiniment 
Petits du troisième ordre près, dès qu'on se donne en chaque point m de S 
• e segment ()., ji f v). Le déplacement d'un point quelconque M voisin de 
S s'obtiendra en menant de ce point la normale M 6 m = l et multipliant 

P* r 7 le segment (À, u, v) correspondant au point m. Un petit segment de 

normale à S deviendra, dans la déformation, un segment de parabole. 

59. — Les choses se passent d'une façon tout analogue pour n *apérieur 
*-• Par hypothèse, on aura (pour/) -r- q -f- r = n — 1) 

"•■•* =0 



Quelle, différencié*- sur S, donnera 

m °yennant la relation (12, et. par tofi*é»fu«rif f 

** r - *** . / - f!? f 



ï 



70 CHAPITRE II 

Autrement dit, le rapport 
< 16 > JSûë'-W'W* (p + y + r = n) 



est indépendant du choix des indices p, q, r, pourvu que leur somme soit 
égale à n. C'est ce rapport que Ton désignera par X ei il existera de même 
deux autres nombres p, v tels que Ton ait 



**y _ 



(16') 






ce qui donne encore 

( - da -+- l \ db -+- - de) x — ). \Lda -+• fidb -+• /,clc>" 
\0a 00 oc / 

f ~ rfa 4- ^ f/6 -+- ^ dc\*y = p(f*da -f- /Wft -*- f<drf 

(ià da ' i ~cà db +ic dc Y s = v( ^ rfa "*" ^ "*" &**'**• 

Supposous encore l'équation de S prise de manière à ce que /'représente 
la distance normale du point (a, b, c) à S et /*«, /», /, les cosinus directeurs 
de la normale à S. Nous voyons que le déplacement d'un point voisin de S 

est de la forme \^- r ^7 , --> ) • Les petits segments de normales à S se 

transformeront en segments de paraboles de degré n. 

60. — La densité, dépendant de dérivées du premier ordre, reste inaltérée 
dans les déformations d'ordre supérieur que nous venons de considérer : 
ses dérivées d'ordre au moins égal an — I sont seules modifiées. Il est 
aisé de voir quelles seront ces modifications pour l'ordre n — !. 

Fartons, en effet, des formules (3), (S) : ici tous les éléments du déter- 
minant D sont égaux à zéro, sauf ceux de la diagonale principale qui ont 
la valeur I . Formons la dérivée 

o«— » p. 0* ! D 



oa'vbfoc;' s " .xi'o^oc' * 

Tant que nous ne ferons pas porter tout le poids de la différenciation 
sur un seul et même élément, le terme obtenu sera nul, puisqu'il n'y 
figurera que des dérivée* du rdre inférieur a n, lesquelles sont nulles par 
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hypothèse (sauf celles d'ordre un). Si, d'autre part, nous faisons subir 

l'opération r — - à un élément non principal, nous devrons multiplier 

le résultat obtenu par le mineur relatif à cet élément-, lequel est nul. 1 
ne reste donc que les trois termes obtenus en dérivant n — 1 fois les élé- 
ments de la diagonale principale : soit (puisque les mineurs correspondant 
à ces éléments sont égaux al) 

àardbiM' \p / oa*+ l ùb'Jî>c r ùar'àbi i'+ v i>c r 0a''ô6*&c r + l 
et par conséquent, en vertu des formules (16), (16')i 

'"> fiS-3? (?) = ^ ^ & M " h ^ * *> ; 

par exemple, pour n — 2, on aura 

S*» = £(¥. + «* + *). 
( âp*=A(V.-t-HAH-V«)- 

Dans les formules précédentes, on peut (ce qui nous sera utile un peu 

plus loin) remplacer D = £s par la quantité log D, dont la dérivée par 

rapport à D est égale à 1 sur S (ceci est vrai même pour la formule (17), 
les termes qui, au premier membre de celle-ci, contiendraient les dérivées 
d'ordre supérieur du logarithme, étant nuls, en vertu des hypothèses 
faites). 

b) Résultats relatifs aux vitesses 

61. — Après nous être occupés, dans ce qui précède, de la déformation 
représentée par les formules (1), passons à l'étude du mouvement propre- 
ment dit, c'est-à-dire taisons varier t dans les formules (1'). 

Dans ces conditions, le système de variables indépendantes employé jus- 
qu'ici, — savoir les coordonnées initiales a, b,c et le temps t — n'est pas 
le seul que l'on ait à considérer. On peut aussi avoir à exprimer les di- 
verses quantités sur lesquelles on opère en fonction des coordonnées ac- 
tuelles x, y, z et de t. Lorsqu'il y aurait lieu à confusion, nous désignerons 
les dérivées prises dans le premier système par le symbole o et les dérivées 
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partielles dans lesquelles r. y, j. t sont considérée» comme des variables 
indépendantes, par le symbole o. Ainsi les composantes de la vitesse seront 

» * % S< %< %« 

Ji 0,/ ** Il II, il» .' *''& * V * * 

11 ~" ?/ » c ~ tf * w ~ 71 * ce »' es " e ■ accélération, y-, » ^- 1 » jj t • 

Il est nécessaire de savoir écrire les relations entre le* dérivées partielles 
d'une même quantité, dans les deux systèmes. Si, d'abord, on considère 
les dérivées par rapport à a,6,r ou v,y,z, il faut considérer / comme cons- 
tant, et l'on a 



o o.r 

oa oa 


rt 01/ %> OJ 

r <■* -r- * - 

dx oa oy oa 




o o.r 

06 ~~" o7> 


a 01/ »> 8c 
i\r oo ^y 06 


»> 

«>,: 


o ô\r 

K- : — v- 
00 00 


fl 01/ «^ OJ 

-~ 4- *' y -f- y 
i\c oc i>y or 





En ce qui concerne les dérivées s- et - .comme, a, />, o étant donné», 

.r f //, z sont fonctions de / et que leurs dérivées par rapport à / sont les 
composantes t*, r, w de la vitesse, on a 

(18) <-.= , h- u h t; x -t- tv 

x ' o/ M «vr « x y *z 

61 &i>. — Nous aurons d'ailleurs à employer un système de variables in ter* 
médiaire entre les deux précédents. Dans ce dernier système, pour étudier 
ce qui se |>asse à un instant déterminé quelconque / , nous prendrons 
comme état initial l'état du milieu en cet instant : c'est en fonction des 
coordonnées initiales ainsi délinies et du temps / que nous exprimerons les 
coordonnées des différents points aux instants voisins de / . Il est clair 
que, dans cette manière d'opérer, les dérivées par rapport aux coordonnée* 

initiales seront — , ' , - ; seulement la dérivée par rapport au temps ne 

i\|7 »*»/ »^J 

sera pas - , mais la dérivée s qui ligure au premier membre de la for- 
mule (18). 

02* — L'état du milieu à l'instant f„ étant pri« comme état initial, com- 
parons-lui l'état relatif à l'instant t {) - o/. Kn ce nouvel état, les coordoo 
nées des différents points scrunl données |mr les formula 

.'/ : y -*- r#:/ 

; z -+- fo/. 
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En les différenciant par rapport à x,y y z, nous aurons les formules corres- 
pondantes à (2'), lesquelles seront 

( d.J = dx + Itdu = dx ( 1 -+- P a/) + ~ il du -+- - it.dz 

\ \ dX } iW/ J *Z 

(19 ]di/ r= ™ Udx -+- di f (l + ™ oY) -h - Itdz 
rfs' = -— o/d.r 4- — o<rfy -+- dz ( 1 -h-— on. 
Le déterminant D sera ici 



ÔJ7 






a* 



— ot in — o/ 

A3? 






ù|0 






— 0/ 



o/ 1 H o* 



= i-+-( ) <it 



(en négligeant les puissances de oJ supérieures à la première). Ce détermi- 
nant élanl égal à — 2- v - =1 



on aura 



(20) 



03 OM CW i)W ~ 

; # H- — 4- - -h -- = 
po/ «\r i>y oz 



<»qui fait connaître v-, moyennant quoi la relation (18) donne pour ^ 



(21) 



dp a (pu) *(ptf) ft(?!f>) 



d/ ôa? 



<V/ 



oz 



= 0. 



Occupons-nous, d'autre part, de décomposer la substitution linéaire 
précédente, soit la substitution dont les coefficients sont 



19 









■v/ 






»U4 ^, 


^ Si. 


1 


-H 


•v/ 






0/, 


M0 *, 
— ol, 






- 0/, 

•v/ 


1 


-t- 


OÉ 



CHAPITRE II 



en une déformation pure et une rotation. C'est ce que nous ferons pai 
termédiaire des deux substitutions 



'"♦"S '' 2U- h ir)° / - 2(i5-*-i*j 01 

•7/ / I 

1-4- Il J 



(22) i ; (z ■*■ z) *• « + r «'■ J (* • ,v ") * 



et 



1. J (*<_"')*,, i^-^îi 






<*»> ig-*)". «• i(s-r)" 



N 2 \i\r iu/ 2 Uy ivj/ ' 



! 



dont le produit donne (19 7 ), lorsqu'on y néglige les termes en cl 2 . 

La première représente une déformation pure, puisque le tableau 
est symétrique; la seconde représente l'effet, pendant le temps cl, 
rotation dont les composantes sont 



1 /.>r __ ou\ 

2 vu? »>y/ 



I 



La rotation dont les composantes sont le* quantités p 9 q % #• que 
venons d'écrire est dite la rotation moléculaire instantanée ou tourhx 

6?t« — On peut justifier celte dénomination de rotation moléculain 
tan la née, en remarquant, comme l'ont fait Stokes et, et plus tard I 
hollz que m, dans le Muide en mouvement à l'instant considéré, on 
par la pensée autour du point considéré, une portion très petite de f 
sphérique, et qu'on sup[M>so colle ci brusquement solidifiée, la rot 
instantanée prise par le solide ainsi obtenu aura précisément pour 
posantes p, y, /*. Beltrami x l a montré que cette conclusion restait 
toutes les fois que les axe* principaux d'inertie de la portion solidifiée 

'») /Vinri/fii */f-.T Mnttinamu a ra;iotnilf. Mfin. d»» l'Ao. d>* Bolofro*. 3' 
t..ro«- !. y. «V*-4V.». 1*71. 
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ridaient avec ceux de la déformation pure (22), c'est-à-dire avec ceux de 
la quadrique 

l- +*■+--••»=" («-<- S)- 1 - «■(«-•■ 5) "■(•■•-S) 

1 ^ y \bz ày/ \bx os/ * \i>y (sxj v ' 

I -+-(1 -+-«')y* + (1 H-« f )^-t-2?y5r-r-2p / jro?-h2p f Oîy = l f 
dont les coefûcienls sont ceux de la substitution (22), à la quantité 

** ■+■ y 1 ■+- ** P r ^ s - 

Dune manière générale, soit 

26; *= Aa? 8 -h A'y 8 -+- A"** + 2By* + 2B'*x + 2B'^ = 1, 

l'équation de l'ellipsoïde d'inertie de la petite molécule, qu'on suppose isolée 
à l'instant f et brusquement solidifiée, ainsi qu'il vient d'être expliqué, 
l'origine étant prise au centre de gravité de cette molécule. Pour trouver le 
mouvement de celle-ci autour de après la solidification, il suffira, comme 
on sait, de trouver les moments totaux des quantités de mouvement relati- 
vement à trois axes rectangulaires issus de : autrement dit, d'écrire 

011 Pii 9i, n désignent les composantes de la rotation après solidification, 

pendant que x u y { > z { désignent des coordonnées prises par rapport à un 

système d'axes parallèles à nos axes fixes, mais dont l'origine coïncide cous- 

> «\ »\ 

laminent avec le point . — 1 # -~ l » — ! n'étant autres que les variations 

éprouvées par w, r, tr, lorsqu'on passe du point à un point infiniment voi- 
sin, on peut écrire, aux infiniment petits d'ordre supérieur près 

**l ou ùu du 

bU 1 /ÔM ào\ 1 /dit iVV\ 

= ià*' + 2 U 4 " ,u-j *• + 2 fe- - H eve j -• + 
I eo 

% _ ÔC M) «>» 1 0<p 

^ T^iH Vi H -i = ~* ' -H r.r. — pz. 

-£j _ ô w« ôer ôm? i ^ 

5 ~~ S *' + SJ * + 5? -' = 2 ÂF, + W' - 1 r " 



- r '/l 
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où />, q, r sont les composantes du tourbillon, telles que nous les avon* 
écrites tout à l'heure. Substituant dans les équations précédentes, il vient 

Ap + B'y + BV +Jw [y, O'x, + ?y, -*- *'-.) 

== Ap -r- Wq -h BV — p'B f -i- p(V— A') -r- (*' — 2") B 
+ p'B' 

B'p, -h A'q i -h Br, = b'p -h AV/ h- Br-+- V w [^ (^ + ^ + y X| j 

= B> -t- AV? -h Br — aB' - ?'B h- fl (A — A') -t- ?B. 
-h i B' 

B> t H- B?, H- AV, =B> -h By -+- AV -+- V m \.r t (P'j, -+- a'y, — Sj,> 

— y. («i -+- ? y, -+- P^.)J 
= B > -*- B// -+- AV + p' (A — A) — «B* — ?B 
H- «B' -+- §'B. 

On voit bien ainsi que p lf q t , r, coïncident avec />, 7, r lorsque l'ellipsoïde 
d'inertie se réduit à une sphère, et aussi lorsque ses axes coïncident en 
direction avec ceux de la quadrique (25) (car rien 11 empêche alors de sup- 
poser que Ton a pris les axes de coordonnées parallèles aux axes en ques- 
tion, moyennant quoi Ton aurait H = H' = B* — {* ~ $' — ff = 0). 

Il y a lieu de remarquer, d'autre part, la forme du segmeut compléruen* 
taire 

t ?'B - P'B' -r- p(A " — A ') - B (1" — « # j 

(27) ï ?B' - P'B -h ?' (A - A') — B' (a - a') 

/ 3 B — pB -+-3' A' — A) - B"(x — a) 

qui ligure dans l'expression du moment résultant des quantités de mouve- 
ment. Ce segment reste inaltéré au signe près lorsqu'on échange entre elles 
les formes quadratique* qui tiizureut dans les équations i25), (26). 

6*1. — lue interprétation isométrique simple, sinon du segment <-7 ■, du 
moin* de sa direction, peut être obtenue d*> la faeon suivante : 

Soit tjr • ;iy • *; o, un plan quelconque passant par l'origine. Le lieu 
de* direction* dont le* plan* diamétraux conjugués, par rapport aux qua- 
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driques (25) et (26) respectivement, se coupent dans ce plan est, comme on 
sait, un cône du second ordre qui a pour équation 

X a v 



(28) 



= 



Ax -+- B'y -h B'z B°x ■+- k'y -t- Bz B'x -4- By -h A"z 
«r+P'y + P'* P"* 7 ■+■ a 'y -H P s P'# -+" Pi/ + «'* 

Ce cône passe d'ailleurs par les trois arêtes du trièdre T conjugué commun 
aux deux quadriques en question (trièdre toujours réel puisque l'une de ces 
quadriques est un ellipsoïde). Inversement, l'équation de tout cône passant 
par les arêtes du trièdre T peut être mise dans la forme précédente. 

Ecrivons que le cône (28) est capable d'un trièdre trirectangle inscrit. Nous 
trouvons 

X (p'B* — p'B' -h p (A' — A") — B («' — «•)) + p (p'B — pB" 
+ Ê'(A'_ A)— B>* -<*)) + v(pB'~-Bp'-t-p" (A — A') — B f (« — « f ))=0 

autrement dit, le plan Xa; + jjlj/ + vs = doit passer par la direction (27). 

Or, parmi les cônes du second ordre qui passent par les arêtes du trièdre 
T, on en aperçoit immédiatement trois qui sont capables de trièdres trirec- 
langles. Ce sont ceux qui sont formés par une face quelconque du trièdre T 
**t le plan mené perpendiculairement à cette lace, par l'arête opposée. Les 
trois plans ainsi menés se coupent d'ailleurs comme on sait, suivant une 
même droite A- La condition imposée à un cône du second degré d'être 
capable d'un trièdre trirectangle étant linéaire par rapport aux coefficients, 
les cônes (28) capables de trièdres trirectangles seront ceux qui passeront par 
les arêtes du trièdre T et par la droite A. 

Dès lors, il est clair que, si Ton prend les plans diamétraux conjugués de A 
par rapport aux deux quadriques (25) et (26), leur intersection fournira la 
direction (27). 

W.— On arrive à une interprétation du segment (27) lui-même, en considé- 
rant non seulement laquadrique (26), mais aussi la quadrique (25) (ou, ce qui 
Prient d'ailleurs au même, la quadrique <p = 1, qu'on en déduit en retran- 
chant j 2 -f y 2 + s 2 au premier membre), comme des ellipsoïdes d'inertie ; 
P a r conséquent, en posant, non seulement 

A = 2m(y»-f-0. A'=2w(;» + 4 A< = £ m (** +» 1 ), 

B = - 2 myz, B' = — j£ mzx, B" = — ^ mx V 

(°ù, pour plus de simplicité, nous avons supprimé les initiales devenues inu- 
l, Mî mais encore 

i = 2 m ' (y"' + -")• *' = 2 m ' (*" -t-*'*). «'=2 wi '(* ,, + y"). 



7H CIIAPITHK II 

on trouve afors, pour les quantités (2*), les valeuis 

^ mm {x'y'zr — *V xy — y' s' (y* — s % ) -+• yz (y" — *'•) j 

^ >«m [//;>y — #y i/z — ;V (s* — x*) -h s.r (s'« — x*) j 

= ^ mm' (.rr -h yy -f- jc') fj'ar — u/j) 
^ mm' [~x' y: — }/z' tx — >•'// (x* — y*) -+- xy (x' J — y' 1 )] 

= 2 m»»' (*•*' -+- w' + ••:') (**'y — y'*). 

On sait que l'expression xx + yy* + ~- »« change pas par une Iran s for 
tion de coordonnées rectangulaires quelconques, et aussi qu'il en es 
même pour la signification géométrique du segment (y'z — z'y, :'x — 
xy — y'x). On a donc bien mis en évidence cette même propriété pou 
segment (27). 

06. — Si la rotation moléculaire instantanée est partout nulle, l'exp 
sion udx -+- vdy •+• wdz est une différentielle exacte. 

Il existe une fonction, dite potentiel des vitesses, dont les dérivées \ 
tielles sont les composantes u, t?, w. Si le milieu considéré occupe l'esj 
toul entier, cette fonction, définie à une constante près, est elle-m 
univoque dans tout le milieu. Il en est de même si celui-ci n'occupe qu' 
portion de l'espace lorsque cette portion est h conn&rion linéaire si m 
c'est-à-dire lorsque toute ligne fermée, tracée dans le milieu est réduct 
à un point par une déformation continue effectuée sans sortir de ce mil 

Dans le cas contraire (par exemple, si le volume occupé a la forme d 
tore), le potentiel des vitesses peut avoir des périodes, c'est-à-dire s'a 
menter de constantes lorsque le point (x, y, z) décrit un chemin fei 
non réductible à un point (dans le cas du tore, lorsque ce point revier 
sa position primitive après avoir tourné de tir autour de Taxe). 

07. — Lorsque la rotation moléculaire instantanée (/>, y, r) n'est j 
nulle, les équations différentielles 

y*w*v d ,% *iy ''- 

(») ,,-",;--= r" 

définissent une double infinité de lignes, nommées lignes-tourbillons. 
Il peut arriver qui» les ligm»s-tourhillons se ferment sur elles-mêi» 
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mais, en général, leur disposition (comme celle de toutes les lignes définies 
par des équations différentielles) est beaucoup plus compliquée. Chacune 
d'elles revient une infinité de fois aussi près qu'on le veut de son point de 
départ, mais, en général, sans jamais repasser exactement par celte posi- 
tion. Des observations toutes semblables s'appliquent aux filets-tourbillons, 

ou surfaces formées par les lignes tourbillons issues des points d'une ligne 

fermée quelconque. La méconnaissance de ces circonstances a quelquefois 

conduit à énoncer des conclusions erronées. 
Par contre, les raisonnements analogues relatifs aux lignes de courant, 

c'est-à-dire à celles qui sont définies par les équations différentielles 

dx dy dz 

u v W 

dans le cas où il existe un potentiel des vitesses F, sont exacts (du moins 
si le milieu est à connexion linéaire simple et, par conséquent, la fonction F 
univoque). F est, en effet, croissant le long des lignes de courant (puisque 
sa différentielle d¥ = udx -+- vdy -h tvds est proportionnelle à w* -+- v* 
+ tr J ) : celles-ci ne peuvent dès lors, ni se fermer sur elles-mêmes, ni 
affecter la disposition compliquée dont il vient d'être question : elles se 
terminent nécessairement à la surface-limite (ou à l'infini, si le milieu est 
illimité), 

68. — Si la rotation moléculaire instantanée n'est plus nulle, on ne peut 
plus écrire 



ôF 


ftP 


ôF 


u = — , 


v = — , 


w = — 


ô.r ' 


»y 


asr 



Clebsch a proposé de mettre alors les composantes de la vitesse sous la 
forme 

ftF , ÔY 



(80) „ = ;! + <,£ 



W= h ù x 



• el /. étant deux autres fonctions à déterminer. U fonde la possibilité d'une 
e e réduction sur le raisonnement suivant : 
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Si Ton différencie la seconde des équations (30) par rapport à z, la 
sième par rapport à y et que l'on retranche, il vient 

(81) 2 - ** = - lp = ^ % « î* a 

^5 »\i/ r Hz ny Hy «u 

Cette équation et les deux autres analogues 

— 2n = ^ tV/ - — ^ï 
(31') < , » 



montrent que 4, et y satisfont à l'équation aux dérivées partielles 



,v, ,vL iVL 

y. + a - r - -+- r -" = 



autrement dit, sont des intégrales du système d'équations différent 
(29), celui qui définît les lignes tourbillons. 
Or, les fonctions p, q, r satisfont à la relation 

«v? + <v ' + ^ = o. 

i\r ny «>j 

Il en résulte que le système (29) admet comme multiplicateur (') lu 
La théorie du multiplicateur enseigne que, dans ces conditions, on 
trouver pour ce système deux intégrales ty et y vérifiant les relations i 
(31';, d'où Ton peut, sans difficulté, remonter à 30). 

Celte démonstration prouve bien, en effet, que l'on peut donner 
composantes m, r, w la forme 30) dan* une région suffisamment /*•/ 
du milieu. Mais les choses se passeraient en général tout autrement si 
envisageait le milieu tout entier. L'existence des intégrales ']> et y et 
effet, établie dans une région telle que H, et il y a une telle région au 
sinage de tout point de notre milieu. Mais si — comme cela a lieu 
dans des cas exceptionnels — les lignes tourbillons présentent la dis 
tion compliquée signalé*» tout à l'heure, il sera évidemment impo* 
que •f et y soient bien déterminés dans tout le volume considéré. 



i t ( > Voir par exemple Jordan, Cour* dWnalyx. toi. 111, ch. 
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Par contre \a forme 



bF ^ 

ùX ?>Z 




àF î\y 

1- -«t. . 

(\y bx 




K<F .>? 


iM}' 



10 = 

qui a été également proposée 'pour les composantes de la vitesse, peut tou- 
jours être obtenue. Il suffit évidemment, pour le démontrer, d'établir que, 

moyennant la condition h -- -h — = 0, on peut toujours trouver trois 

fonctions <?, 4> et / vérifiant les équations 



7 âï ' 






_!3, 


G = ô -2 


ÎKJl 



Or la démonstration de cette proposition (') échappe à la difficulté signalée 
tout à l'heure, et cela (moyennant quelques précautions faciles) même si 
1* région considérée est multiplement connexe. 



§2. - ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS — LES CONDITIONS IDENTIQUES 



69. — Nous avons, dans ce qui précède, supposé les coordonnées oc, y, z 
^t leurs dérivées des divers ordres continues. Cette hypothèse est cependant 
loin d'être la seule qu'il convienne d'envisager, et l'étude de mouvements 
dans lesquels quelques unes des dérivées en question éprouvent des varia- 
tions brusques est indispensable dans une foule de théories physiques. La 
Propagation de discontinuités de cette espèce a été déterminée, pour le cas 
du mouvement rectiligne des gaz, par Riemann, dans un mémoire célèbre 
dont nous parlerons plus loin. Plus tard, en 1877, Christoiïel reprit ( 2 ) les 
^ullats de Riemann pour les étendre aux mouvements à trois dimensions, 



i 1 Voir par exemple Picard, Traité d 'Analyse \ tome I. 
W Aimait di Matematica, tome VIII ; 1877. 

Hadamako 
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mais il se limita à des ondes tout exceptionnelles, 1rs onde* de cho- onJe* 
du premier ordre) dont l'existence avait été découverte par Hiemann et. d»» 
plus, comme (étude de ers ondes offre des difficulté* spéciale*, il dut nVu 
considérer qu'un cas limite, celui où les discontinuités sont infiniment 
|M»tites. (Test Hugoniot qui, en 1887, sans connaître d'ailleurs les travaux 
de Hiemann et de (7hristolTel, montra (') l'importance des discoutinuit •« 
dont nous allons parler, et en lit une étude générale : Il mit en lumière 
une notion fondamendale, celle de rompatihilUè, sur laquelle nous aurons 
à insister plus loin, et dont la nécessité semble n'avoir pas apparu k 
ChristofTel, quoiqu'elle eut élé indiquer par Hiemann dans le cas du mou- 
vement rectiligne. 

•' 70. — Les discontinuités que nous étudierons ne seront point les plu* 
générales qui puissent se présenter. Nous nVnvisageroiis pa«, par exemple, 
des singularités telles que celles auxquelles nous avons fait allusion au 
n'45. 

Nous supposerons, au contraire, que les discontinuités en question 
n'alTectent à un instant quelconque que des surfaces isolées. L'équattm 
d'une de celles-ci, rapportée à l'état initial, sera 

<32) f ;".>'. <') : " 

c'est-à-dire que la relation précédente exprime la condition que doivent 
remplir les coordonnées initiales a, 6, r d'une particule pour que celle-ii 
soit, à l'instant /, le siège d'une discontinuité. On peut d'ailleurs envisagrr 
également l'équation 

83) ?(■'■■'/■ :)-^" 

de relit» même surface par rapport aux coordonnées actuelles r. y, z : 
équation qui représente à chaque instant /. le lieu des positions actuelles 
des particule^ alTeclérs- par la <li>» onlinuile à cet instant, et qu'on déduira 
delà première en éliminant (//, h % >■) ,i l'aide des relations 1). Nous désigne- 
rons par S y la siirf.u e représentée en coordonnée* cartésiennes, par l'équa- 
tion (32) : pir S. «elle qui e-t lepnsenlee, par l'équation (33) et qui e*t 
la transformée de la première dau^ la deformali«»n li. 

La Mirfii«e >. diviM-ni l'esp.n e 1 î •* ta du point {'/, /», r (ou la Mirfatt»!^^ 



!j ,/'.nri. i' •/ :'l > i' '■/' ■ •pv'"- * N\XI\. 1**7. ■/■ rn-ntit i/r Ma' 

ToU«« a III, «««»«' i\, 1**7. 
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divisera l'espace lieu du point (a\ //, z)) en deux régions 1 et 2. Dans cha- 
cune d'elles (du moins jusqu'à ce qu'on rencontre une nouvelle surface de 
discontinuité) nous admettrons que les coordonnées x y y, z et leurs dérivées 
existent et sont continues. 

71. — Nous compléterons cette hypothèse par une autre : non seulement 
le* dérivées dont nous j.arlons seront continues à l'intérieur de chacune 
des régions 1 et 2, mais encore nous admettrons que chacune d'elles tend 
vers une limite déterminée lorsque le point (a, b 9 c) tend vers une position 
limite située sur S, en restant toujours dans une môme région. 

Autrement dit, soit <f> une fonction quelconque de a-, y, z, a, b, c, t et des 
dérivées partielles de tous ordres de x, y, z par rapport à a, b, c, t. Cette 
quantité, une fois exprimée à l'aide des variables indépendantes a, b, c 
pour une valeur déterminée de /, en sera une fonction ^ l qui sera définie 
enlout point intérieur à la région i et continue en ce point. Cette fonction 
aura également une valeur déterminée *°, en un point quelconque 
K» fy>» c ) de S ; et elle y sera continue, en ce sens que * t tendra ver» 4>° 
lorsque le point (a, b, c) tendra vers (a , 6 , c ) sans cesser à aucun moment 
d'appartenir à la région i. 

De même <f>, considérée dans la région 2, sera une fonction * 4 de a, b t c, 
laquelle sera définie et sera continue dans toute cette région 2. Cette fonc- 
tion prendra une valeur déterminée *% au point ;a , b Qt c ) de S ; elle sera, 
en ce point, continue pour les déplacements intérieurs à la région 2. 

Seulement, le? deux valeurs «l»^, <l>° â correspondant à un même point 
(*•♦ ^o> c , t ) pourront ne pas être égales entre elles, et c'est en cela que 
insistera la discontinuité. Ainsi la valeur de <t> subira, au passage de S 
une variation brusr/ne. La valeur <1>° 2 — 1>°, de cette variation sera sou- 
Te nl désignée par la notation [<I» |. 

"•2« — Moyennant les hypothèses précédentes, nous allons avoir à dé- 
montrer un lemme d'analyse nécessaire pour tout ce qui va suivre, 

Supposons que a, b, c varient suivant une courbe entièrement située 
dans la région 1. Alors, comme nous faisons sur les dérivées partielles de<t> 
I** mêmes hypothèses que suri» lui-même et que, par conséquent, ces 
Privées existeront et seront continues dans la région i, on obtiendra la 
différentielle de «I» par l'application du théorème des fonctions composées. 

En sera-t-il de même lorsque le point (a, b, c sera situé sur S et se 
déplacera sur cette surface? Cela n'est point évident. Sur S, en effet, *, 
Da point, à proprement parler de dérivées partielles, puisqu'il n'est défini 
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que d'un coté de S et non dans tout le voisinage du point considéré : on 
n'est donc pas dans les conditions ordinaires d'application du théorème en 
question. 

La conclusion reste cependant exacte. C'est ce que nous allons constater 
en nous plaçant, pour plus de simplicité, dans le cas de deux dimension*. 

Nous aurons alors une fonction «I» définie d'un seul côté d'une courbe S 
(V\g. C 1 . Dans sa région d'existence, elle aura des dérivées partielles, 
lesquelles tendront vers des limites déterminées >que nous désignerons 

encore par et •-- 1 lorsque le |>oint (x. #/) tendra vers un point M 

ku» y 9 ) <*e 8- 

Il s'agit de savoir si 4» aura, par rapport à l'arc s de S» une déri%êe 
donnée par la relation 



lis »\r A ds 






FigG 



On peut répondre a cette question en employant d'une manière conve- 
nable la démonstration classique. Celle-ci consiste en effet. M' et iM* étant 
deux points infiniment voisins l'un de l'autre sur S» à introduire soit le 

point P qui a même abscisse que 
M et même ordonnée que M', soit 
le point Uqui a même abcisse que 
M' et même ordonnée que M'. 

Or, des deux lignes brisées M PM' 
et M'O-M". il y en a, en général, 
une (lig. (») qui est située tout en- 
tière dans la région d'existence de 
4» et qui permettra par conséquent l'application du raisonnement. 

On pourra encore arriver au résultat comme l'indique M. Painlevéi ) *n 
menant par les différent* points de l'arc M M*, de petits segments égaux f^ 
parallèles entre eux situés dan» la région d'existemede*!». Le lieu de« etlré 
mités de ces segments est un arc N N sur lequel on |>eut éerire puisque" 
dérivas de 4» existent eetle foi»» 




/ 



tir 



■•!• tty 






»' Sur U-t liK'"-" "in.:u)i. r.« «!«•* lun»ti-.iii a!i.iMi>|u»>«. .lumiV. *riV/iti/f/*' ' » Jt 
VEcule SurmaU muj«> i"«. '. 1**7. I r parti-, ci», n. i." *'. 
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^4* 54> 
Quand la longueur du segment tendra vers 0, les quantités —- et — ten- 
dront, el cela uniformément, vers * — el — : on aura donc, à la limite. 



* M -_* M ' = I -.^p^-^Lo\ ds 



V\r ds di/ ds J 
m'm* 



ce qui équivaut manifestement au résultat demandé. 

Chacun de* deux raisonnements précédents s'étend évidemment, de lui- 
même, à un nombre supérieur de dimensions, de sorte que notre lemmeest 
démontré. 

73. — Cela posé, supposons que la fonction <P ne subisse pas de variation 
brusque sur S , mais que ses dérivées premières soient au contraire discon- 
tinues : autrement dit, que Ton ait 

^ lemme précédent va nous permettre de voir que les changements de 
Va 'eurs I ^— r I *t I» I V I éprouvés par ces dérivées partielles ne pour- 
ront pas êire quehonques. 

Faisons, en effet, décrire au point (a, b, c) un chemin quelconque situé 
sur la surface S . En chaque point de ce chemin, la fonction *, est définie : 
on pourra, de plus, la différencier sur S en appliquant notre lemme, et 
écrire 

d<\\ = s - da -+- .-f 1 db -h . - de. 
oa 06 oc 

^ mêmes considérations s'appliquent à la fonction * 2 : on a 

* oa ta oc 

branchons membre à membre : les premiers membres se détruisent, 
puisque 1> est supposé continu au passage de S . Il vient 

- [S] * *[»]*-[£]—* 
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Or les différentielles da, db % de sont évidemment quelconques sous la «et 
condition de vérifier l'équation différentielle do S . 

f ê da -+- frdb +/;rfrrr:0 

(en désignant, comme plus haut, par /"„, /<,, /, les dérivées partielles de , 
Donc on doit avoir 

•^74« — Supposons maintenant que, non seulement 4>, mais encore « 
dérivées premières restent continues. Que pourrons-nous dire des var 
tions brusques des dérivées secondes ? 

Nous pourrons appliquer le mode de raisonnement précèdent à 

fonction * - : ce qui donnera 

0«t* C'I» 

et de même, aux fonctions <i » -v— , ce qui donnera 

00 oc 

[fcib \ f " I «/.' | : f' = I ihie\ : f% 

[&]•/■ I&]"-IS| ! '- 

Comme précédemment, ces égalités montrent que Ton a 
(35 

/UU ■•tt. \ti\ ->//. ut| >a/. 

> étant un nombre ronvonaldemenl «lioisi. 

D'une manière générale, si la fonction 'I* est continue ainsi que 
dérivé.»* |*artit»lles jusqu'à l'ordre n -- I , on aura, entre les variations 
dérivées partielles «l'ordre/*, la série de proportion* 
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En désignant par X la valeur commune de ces rapports, on aura, quels 
que soient da, db de, 

(l&l da + \u\ dh ~*~ \fc\ dc ) * = X ^ ada + fbdb "*" fedc ^ 

^5. Les discontinuités que nous étudierons pourront être de différents 
ordres. 11 pourra arriver, en premier lieu, que les coordonnées x, y, z elles- 
mêmes soient discontinues, non pas en fonction du temps (nous n'admettrons 
jamais qu'une molécule passe instantanément d'une position à une autre), 
mais en fonction de a, 6, c. De telles discontinuités seront dites d'ordre 
•eVo ou absolues. 

Dans le cas contraire, la discontinuité ne portant pas sur les coordonnées 
elles-mêmes, pourra porter sur leurs dérivées : celles-ci seront classées 
d'après leurs ordres. 

O «2? 

>ous nommerons ordre d'une dérivée t-v£t<t^i Tordre total dedéri- 

oa/' octf oc r o/* 

v «lion p-f-g-+-r-+-5 = n par rapport à a, b, c, /. 

Toutefois, dans les dérivées d'un même ordre, il y aura lieu d'établir des 

catégories suivant le nombre s des dérivations effectuées par rapport à t. Ce 

dernier nombre sera dit V indice de la dérivée considérée. 

f*ar exemple, les dérivées du second ordre de x, y, z sont au nombre de 

^» dont 18 d'indice zéro, savoir : 



8 2 x o 2 x 
oa* oa Ib 


. o 2 a? o 2 ?/ 
oc 2 ; oâ^ 


9 A*" 

a *ndice un, savoir 




rJx Z'X 

oa ot Ib o/ 


Z-x o*y 
oco/* oao/ 


^'indice deux : 





oc 2 



i*s 



r>* x o 2 »/ o- ^ 
oj* ' ô*-"* "o/ 1 " 

c e ^t-à-dire les composantes de l'accélération. 

L'ordre d*une discontinuité sera le plus petit des ordres des dérivées 
1* 'elle affecte. 

"Ï6« — Il y a lieu de noter qu'on peut avoir à considérer des disconti- 
nuités d'ordre inGni. 
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Si. en effet, une fonction analytique régulière autour du point (a„, & .O 
est déterminée par la formule de Taylor dès qu'on donne les valeurs de toutes 
ses dérivées en ce point, il n'en est plus du tout de même si la fonction est 
quelconque, soit qu'elle cesse d'être analytique, soit qu'elle cesse d'être 
régulière. 

Supposons, dès lors, que le mouvement soit analytique dans toute la 
région i. Il pourra arriver qu'il y ait, au passage de S , continuité des dé- 
rivées de tous les ordres, et que, cependant, le mouvement de la région 2 
ne soil pas le prolongement analytique du premier, soit qu'il ne soit pas 
'lui-même analytique, soit qu'il présente surS des singularités convenables 

_ 1 
(comme par exemple celle qu'offre la fonction e *' pour x = 0). 

L'étude de discontinuités de cettï» nature offre des difficultés parti* 
culières. Nous ne l'aborderons pas dans ce qui va suivre. 

77. — Laissant de coté les discontinuités absolues, nous allons nous oc- 
cuper d'abord des discontinuités du premier ordre. 

Il y a alors trois dérivées d'indice un et neuf dérivées d'indice zéro. Les 
premières sont les composantes de la vitesse. Nous n'avons pour le moment 
aucune observation à faire à leur égard. 

Au contraire, il résulte du lemme démontré tout à l'heure que les va- 
riations brusques des dérivées d'indice zéro ne peuvent pas être quel- 
conques. En effet, puisque par hypothèse il n'y a pas de discontinuité» 
d'ordre zéro et que x est continu, on doit avoir 

i x \ M' 

la I | lb 
ou, en désignant par À la valeur commune de ces rapports 

On aura, de même, en introduisant deux autres nombres ;j et v, 

M . m «-m "-m ><■ 

36 ) l 
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Nous considérerons >, fi, v comme les projections d'un vecteur (tracé, à 
partir du point (x, y, z), dans l'espace lieu de ce point). Ce vecteur suffit 
à définir les variations des neuf dérivées iï indize zéro. 

On lui adjoindra, pour avoir les variations brusques de toutes les dé- 
rivées du premier ordre, le vecteur qui représente la variation brusque de 
vitesse et que nous appellerons, par analogie (X lf n t , v,). 

78. — Les considérations développées au n° 56 permettent de donner au 
résultat précédent une interprétation géométrique simple. À cet efTet, ima- 
ginons — ce qui est évidemment possible, — un état fictif du milieu coïn- 
cidant avec l'état actuel envisagé dans la région 1, mais tel que les dé- 
rivées des coordonnées soient continues au passage de la surface S . 

Nous appellerons, pour abréger, « état de la région 1 i, l'état ainsi dé- 
fini dans tout l'espace : c'est, comme on voit, l'état de la région 1 prolongé 
dans la région 2. 

Soient ai \ \/, z 1 les coordonnées d'une particule quelconque de la région 
2 dans ce nouvel état. 

Les quantités 



Loa J |_o6J L 0C J 



ne sont évidemment autres que les valeurs, en un point quelconque de S , 
des expressions 

o (ce — x ; ô ix - - x' ;. o (.v — x') 
oa ' o6~~ ' 8c ' 

(considérées par rapport à la région 2). 

Or puisque x\ \j z 1 coïncident avec x % y % z en tout point de S , la défor- 
mation qui permet de passer du point (x' t y\ z 1 ) au point (x, y, z) rentre 
dans la catégorie étudiée au n° 56 : autrement dit, le déplacement éprouvé, 
dans cette déformation, par un point M infiniment voisin d'un point 
déterminé de S est de direction constante, et proportionnel à la distance 
de M à S . 

C'est ce qui résulte d'ailleurs des formules 'précédentes. Si, en effet, à 
partir d'un point de S nous donnons à a, b, c des accroissements da, db, 
de, comme d'autre part/* est nul sur S , on aura sensiblement 

df=f=f a da + f b db -t-f c dc 9 
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de sorte que Ton pourra écrire, aux infiniment* petits d'ordre supérieur 
près. 

Ou voit donc bien que le déplacement de notre particule, dans le pas- 
sage de l'état de la région I à relui de la région 2, est représenté par le 
segment (>., ;i, v), multiplié par le nombre / qui est lui-même propor- 
tionnel à la distance du point («, //, r) à la surface f j= 0. 

711. — De celle remarque résulte immédiatement que le segment que 
nous venons d'introduire, et qui est représenté par les nombres >, ;j, #, e*t 
indépendant de la direction des axes par rapport auxquels est défini le 
point (r, y, su Autrement dit, si l'on rapportait à d'autres axes rectangu- 
laires l'espace lieu de ce point, les nouvelles valeurs de >, u, v seraient les 
projections du même segment sur les nouveaux axes : ce segment repré- 
sentant le déplacement du point considéré (dans le passage de la position 
(.r, •/. -') à la position (r, y, z : ) divisé par la valeur de f f laquelle est 
calculée sur l'état initial et indépendante des coordonnées actuelles. 

70 ■ 4i . — Mais le choix des axes dans l'espace actuel n'est pas le seul élé- 
ment arbitraire qui existe dans notre mode de représentation. 

Kn premier lieu, la surface de discontinuité rapportée à IVtat initiai a 
été représentée par une équation f{a. b, r) — 0. Il est clair qu'il y a une 
infinité de manières de représenter ainsi la même surface, Ilien n'empêche 
de multiplier /"par un nombre constant quelconque ou. plus généralement, 
par une fonction quelconque ne s'annulant pas sur S u . 

Kn second lieu, nous |>ouvons choisir d'une façon entièrement arbitraire 
l'état initial auquel sont rapportées les molécules. Nous aurons doue a nou% 
demander quelle influence le choix decet initial aura sur le segment (), ;i,* . 

Occupont-nous d'abord de cette dernière question. Supposons qu'on 
change l'état initial a, '<, o en une autre (a , //, r i mai* »ans changer de 
fonction /'(autrement «lit. en se contentant de remplacer, dan* cette fonc- 
tion, a. '', <* par leurs valeurs en fon< tioii de (a b t »). Alors le segmrnt 
l't ; J . "*) '"' s ^ ra /"< ♦''''f".'/'*. t-est rc qui résulte iinuit diatemeut de l'inter- 
prétation que non* \enonn d'indiquer, ce serment étant le quotient du 
déplatetnent d'un |Miint quelioii pie lorsqu'un ju^e de l'état de la région t 
à celui de la région 2, par la valeur de / en ce point. 
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80. — Supposons maintenant, au contraire, que sans changer a, b, c, on 
multiplie la fonction /'par un facteur (continu et dérivablc) non nul aux 
points considérés. Dans ces conditions f at f bt f c seront évidemment multi- 
pliés par un même nombre ( â ) puisqu'ils sont proportionnels aux cosinus 
directeurs de la normale à S . Dès lors, dans les formules (36), (36'), 
)., }i, v devront être divisés par ce nombre. 

Nous voyons donc que, pour définir d'une façon précise les composantes 
X, {a, v, il est nécessaire de spécifier sous quelle forme on écrit l'équation 
de la surface S . 

La convention qu'il est naturel de faire à cet égard consiste a admettre 
que a, p, y sont respectivement égaux aux cosinus directeurs de la nor- 
male à S par exemple, à prendre pour / la dislance normale du point 
(a, b, c) à cette surface. Nous adopterons cette convention dans ce qui va 
suivre. 

Il est d'ailleurs aisé d'écrire les composantes X, \i, v ainsi définies lorsquo 
l'équation de S est donnée sous une forme quelconque. Car les cosinus 
directeurs a, p, Y ont pour valeurs 

4 a r. 

s'rï'-*- a 2 -+• tS M.*-*-/** -*- rS vu -+- a 2 +- rS 

H suffira donc de remplacer les formules (36) 36 ) par 

1>J " •/« s +A â w'. 2 l' :6 J YA'-rA'+A 1 1>J VA'-A 



*-A J 



M ^UJ~^^+A , ^A l l«J = "^7.»^-A'-A*L«cJ 



|L W J V/- -r/* ■ 



i 1 ./,* n ^ï 



•A'-*- A"-*- A 
A R,l A 



A 3 



b'J ~ \u^R+fS\j<\ = " Va*- a z - -a 1 



81. — Il reste, cependant, à choisir le signe du radical \' fj -+ ff ~ f,* . 
Nous supposerons que les cosinus directeur* a, 3, •; s ;nl t^m de la nor- 
male S« dirigée vers la région 2. Le feigne du radical devra. d«-* lort 
être celui de /"dans celle région. 

Si, au contraire, /"a été choisi de manière a |*errnettr'' l'application d"« 
formules 36) '36' . il devra, a cet eff<-t, étie é^al (tout au ffjoin« aux 



n. Ce nombre *tt d'aJUturt dt 1« »»>-jr 'ju* j.rno. au j,'„irjt v.b^c-r* **- ac- 
teur en question. 
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infiniment petits d'ordre supérieur pré h) îi la distance normale du point 
a, b f r) à S . celle distance étant comptée comme positive dans la région 2 
et comme négative dans la région I. 

8<8. — La convention précédente résout la difficulté relative à la forme 
de la fonction /*. Mais elle nous fait perdre le bénéfice de la remarque faite 
tout à l'heure, d'après laquelle le choix de l'état initial paraissait san* 
inlluence sur le résultat. Kn efTet, |H>tir deux états initiaux différent* 
(<i, h t c) et (a' b' r'i, la quantité fj -t- f,} -h/!" qui ligure au dénominateur 
dans les formules (38) a des valeurs différentes ('). Par conséquent, sui- 
vant qu'on adoptera l'un ou l'autre d'entre eux, il faudra multiplier le 
segment (X, jx, v) par un facteur différent. 

11 est d'ailleurs aisé d'avoir la signification du rappott de ces deux f,ic 
teurs. Chacun d'eux représente en effet la quantité |>ar laquelle il faut mul- 
tiplier /"pour qu'il représente la distance normale d'un pointa la surface de 
discontinuité, dans létal initial correspondant. Leur rapport est donc la dila- 
tation normale a cette surface dans le passage d'un de ces états à l'autre. 

HIU — Nous ne pouvons donc maintenant parler du segment ', jx, *< 
qu'en indiquant à l'aide de quel état initial il a été formé. 

Dans certaines questions (par exemple en élasticité l'état initial e*t 
indiqué par la nature même du problème. Il n'en est pas de même en 
hydrodynamique. Nous conviendrons alors de prendre pour état initial 
l'état actuel de la région 1 à l'instant considéré. Cet état, n'est, il est vrai, 
ainsi défini que dans une partie du milieu ; mais on peut, ainsi que nou* 
venons de le faire il y a un instant, le prolonger dans la région 2, les déri- 
vées partielles des coordonnées .r. ;/, j par rap|>ort aux coordonnera a. A, «• 
coordonnées de l'état initial quelconque primitivement choisi) restant 
continues : et cet état fictif peut être pris comme nouvel état initial, «>an<* 
que la condition énoncée au n ' 1CS bis cesse d'être remplie. 

8 !• — Si on intervertissait les rôles des deux régions 1 et 2. il e^t . lair 
d'abord, qu'il faudrait changer les signes ôVs quantités 
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Il en serait de même de 



|_S«]' ' U ]' 



Mais, d'autre part, le dénominateur \J f* -\- f f * -4- f* subirait un double 
changement : d'une part, un changement de signe ; d'autre part, d après 
ce qui vient d'être dit, une multiplication par un facteur égal à la dilata- 
tion normale à S qui intervient dans le passage de l'état 1 à l'état 2, c'est- 
à-dire à l'unité plus la composante normale Xa -h \±$ -H- vy de notre segment. 

En définitive, pendant que les cosinus directeurs a, (3, y seront changés 
en — a, — [*, — y, les composantes dont nous venons de nous occuper 
seront changées en 

( y * „' £ , 

; 1 H- Àa -t- j*p -h vy * 1 -H Xa H- jjLp -h vy 

/ -/ = 

1 -h Xa -+- jxp -+- vy" 

IS 85. — Avant de passer au cas général, nous traiterons encore, en raison 
de son importance, celui de la discontinuité du second ordre. Envisageons 
d'abord les dérivées d'indice 0. La fonction ce étant continue ainsi que ses 
dérivées partielles du premier ordre, la proposition du n° 74 nous montre 
l'existence d'un nombre X tel que l'on ait 

,J [S] -VA [S]=>*. [£] = »*' 

|[âs]-»w. [sa]-»".. [=»]-»«. 

De même fi et v désignant deux nombres convenablement choisis, on 
pourra écrire 

|[3]--*'. [s]-^. [g]--=,A-. [a]=^.. 

(40) \ 

[ë]= ^ [i;î]='a*. [g]=A U%]=^> 

[g?&] = v ^' [&-a] = v A/i. 
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Les nombres X, j* et v seront encore considéré* comme les composant*»* 
d'un segment. 

Il est clair que ce résultat pourra être interprété comme le précédent. Si 
nous prolongeons l'état de la région 1 dans la région 2, de manière que les 
dérivées secondes restent continues, il faudra opérer dans cette dernière 
région, pour passer de l'état I ainsi prolongé à l'état de la région 2 9 une 
transformation qui appartient à la catégorie étudiée au n* 57, de 
sorte que, si x\ y , z' sont les coordonnées de l'état 1 prolongé, .r t y, ;, 
celles de l'état 2, on aura pour .'-' — x, y — //, z' — z les formules (14) et 
analogues du n° 57, lesquels équivalent bien aux précédentes. 

Ces formules montrent que Ton a 

/» /"* /* 

(41) X - X "t. > ' 2 , i, - y ' - ;i f 2 , . • - - ' -.= v [ À . 

Elles peuvent d'ailleurs s'écrire 

^ (>, .i. ') {f.M -.■ f, tib -t- f, dry. 

80. — Passons aux dérivées d'indice I . Celles-ci seront de la forme 

Vt i*z 

'Ai '»t OC *A 

Nous appliquerons le lemme du n # 7% à la quantité V : nous aurons 

et Je tu«'-m<» 

(42) ' ' 



M". ■•■'■■ IA . •■'•• \&W. 



f',, ;i|. ', ) «-tant un ti .nivrau «*egiin k nt. 

Ktilnijr* diMoiitinuités > ; . ;j., >. éprouvée* par les trois dérivée* d'in- 
dicé doux (Miurront étrr • onsidérivs rouitnt* I»» s composantes d'un troisième 
segment, qui c*t la variation brusque de l 'accélération. 
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L'interprétation géométrique de ce dernier segment est donc évidente par 
elle-même. Quant à celle du segment (À t , [jl p v,) on pourra l'obtenir en 
attribuant aux différents points des vitesses fictives égales aux véritables 
dans la région 1, mais telles que les dérivées, partielles de leurs com- 
posantes soient continues. Ceci changerait, bien entendu, les nouvelles 
positions acquises par les points de la région 2 au bout d'un temps £/, et ce 
changement se traduirait par une déformation appartenant à la catégorie 
étudiée au n° 56. Celte déformation, étant proportionnelle à oj, aurait 
un segment caractéristique de la forme (X f g/, jijO/, v, g{), X p jjl,, v, étant 
les quantités qui figurent dans les formules (42), (42). 

Comme précédemment, il résulte de là que les segments (X, jx, v), 
<; i» » u t» v i)» ne son * P as changés lorsque Ton change d'état iniiial sans 
changer la fonction /(au sens précédemment expliqué), mais que dans le 
changement de forme de celle-ci, les composantes de chacun d'eux sont 
altérées dans un même rapport (*). Il convient dès lors, comme précédem- 
ment, de prendre /'égal à la distance normale du point a, b f c h S ou, ce 
qui revient au même, de remplacer les formules précédentes par 

m -"..••[&]*■■•■' m -*...[&]-.* 

a, p, y désignant encore les cosinus directeurs de la normale à S dirigée 
vers la région 2. Nous devrons également, comme dans le cas des discon- 
tinuités du premier ordre, spécifier quel est l'état initial choisi. Lorsqu'il 
n'y en aura aucun d'indiqué par la nature de la question, on prendra l'état 
actuel à l'instant considéré. 

Ici, contrairement à ce qui se passait dans le cas du premier ordre, il 
est indifférent de choisir l'état de la région 1 ou celui de la région 2. La 
déformation qui permet de passer d'un de ces états à l'autre coïncide, en 
effet, avec la déformation identique aux infiniment petits' du second ordre 
près, au voisinage des points de S : il n'y a donc aucune dilatation nor- 
male en ces points, et, par conséquent, aucun changement dans la quan- 
tité A* H- A* +-/;'. 

Si on intervertissait les rôles des deux régions, les coefficients /*„, /)„ f r 
subiraient de simples changements de signe. Il en serait par conséquent 
de même pour X, p, v, tandis que >.,, \*- u v, resteraient inaltérés. 



,'») Ce rapport est encore égal au rapport des deux valeurs de /, s'il s'agit du 
segment (X |t \k lt Vj) ; mais il a une valeur ég-ale au carr« 4 de la première pour le 
segment (X, a, v). 
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" 88. — Les résultats relatifs au cas de n quelconque apparaissent mainte- 
nant d'eux-mêmes. Il existera ;i -4- I segments dont le premier (>, ji» v ) 
fera connaître les variations des dérivées d'indice parles formules 

\ \--£?* I -= *»' *r. [ ,. %-] = .«'P't'. 

(43) / 
ou 

( \L \ da +[L \ lb ~\l | * fc ) '<*• y - - = <*• * v i</a + ?rf * -^'^ 

le second (*,, jA lf v t \ les variations des dérivées d'indice I, par les for- 
mules 

(48, 

( |> i*ie il | = •' ' " ? •' '' 1- ï -»-»■ = «- I ) 

Le /i -h t** 1 "*, (A*, (!*, vj,), donnera les variations des dérivées d'indice h 

I w*w H >fci ' ? r> I ^x > ] ^ ? f t'- 

.'4B")J 

<>J I 

et ainsi de suite jusqu'à un n -H l ,,,œ * segment f).„, fi», •#„) lequel ne sera 
autre que 



or r I or 



>,1 



L'interprétation géométrique des segments (>., u, *). (A |t ji f , v,) sera la 
même que tout à l'heure. Celle du segment (>,, u., v.) s'obtiendra si, lais- 
sant inaltérée* le* position* et le» vitesses, on corrige les accélérations «le» 
|H»int<« de la région 2 de manière à rendre leur* dérivées d'ordre #i — 2 
continue* au |»a**age de S . Il en résultera, au bout du temps infiniment 
petit 7 A, une déformation proportionnelle à £f et dont le segment ca raclé- 
ristique sera '), S/*, p.''!*, '*. W) 
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On pourra opérer de même pour les segments suivants eu introduisant 
les accélérations d'ordre supérieur. 

On déduira de là (ou encore de ce fait évident que les dérivées de a?, y, z 
se transforment dans un changement de coordonnées absolument comme 
ces variables elles-mêmes) que les segments précédents ne dépendent pas 
du choix des coordonnées dans l'espace (x, y, z). Ils sont indépendants du 
choix de la fonction /*, puisque les formules précédentes ne contiennent 
que les cosinus directeurs de la normale à S . 

Si aucun état initial n'est imposé en particulier par la question, on adop- 
tera encore l'état actuel à l'instant considéré, dans l'une ou dans l'autre de 
nos deux régions (ce qui est indifférent du moment que n est supérieur à 
l'unité). 

L'interversion des régions 1 et 2 changera le sens des segments dont 
l'indice est de même parité que n et laissera les autres inaltérés. 



g 3. — ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS {Suite) - LES CONDITIONS 
DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE 



^ 80* — Nous avons maintenant à nous demander si les relations obtenues 
jusqu'ici sont les seules auxquelles soient assujettis les éléments de nos 
discontinuités. 

Supposons que nous nous donnions arbitrairement, en chaque point 
«•» &§tCi, de S , les nombres X, ^ v ; X,, p u v, ; ... X n , fx wt v n . Soient 
d'autre part X f Y, Z ; X t , Y lt Z, ; ... X», Y n , Z„ des fonctions de a, b, c 
continues partout ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. À l'instant 
considéré / , donnons aux différents points du milieu : 

Les positions (X, Y, Z) dans la région 1, et les positions 

dans la région 2 ; 

les vitesses (X 1V Y lf Z t ) dans la région i, et les vitesses 

\*' + (n-l)r Yl + (n-l)!' £ i + {n-i)\) 
dans la région 2 ; 
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les accélérations (X r Y,, Zj) dans la région 1 et les accélérations 

\ A * * {n-2)\ ' •• ^ (m — 2) ! ' * + (* _ 2| !/ 

dans la région 2, 
etc. ; 

enfin, des accélérations d'ordre n égales à(X„, Y„, Z„) dans la région f et à 
(X, -+- X n , Y, -+- n*. Z„ -h v.) dans la région 2. 

Dans les expressions précédentes, il est convenu qu'on donne à X, p, v 9 ... 
X». lin, v„ les valeurs qu'ils ont au point (a , 6 § , c § ), pied de la normale 
abaissée du point (i, 6, c) sur S . 

On obtient ainsi, à l'instant / §t une discontinuité d'ordre n dans laquelle 
les segments définis plus haut ont, en chaque point de S § . les valeurs 
(X, ja, v) f ... (X Rt ji„ y v„), lesquelles ont été prises arbitrairement. 

OO. — Il reste à savoir si ce système de positions de vitesses et d'accélé- 
rations correspond bien à un mouvement satisfaisant à la condition d'im- 
pénétrabilité énoncée au n° 44 et aussi à l'hypothèse supplémentaire faite 
au n° 10. 

Or, si nous considérons deux milieux remplissant à un instant déterminé f , 
deux régions contiguès 1 et 2 de l'espace (la surface limite étant S), et si, 
le$ supposant entièrement indcjiendants tun de rautre, nous donnons, 
en cet instant, à leurs différents points des vitesses et des accélérations 
des divers ordres continues dans chacun des milieux, mais variant (pour 
l«*s points de la surface de contact) lorsqu'on passe de l'un d'eux à l'autre, 
ces milieux cesseront en général, aux instants postérieurs à l. d'être 
contigu* : ils se sépareront ou, au contraire se mêleront, certains 
point* du milieu 1 entrant dans le milieu 2 et inversement. Pour qu'il en 
soit autrement, il faut évidemment certaines conditions : ces conditions 
que nous retrouverons plus loin, sont les suivantes : Les composantes 
normales de la vitesse et des accélérât h m* successives df tirent, pour 
chaque point de S, stre les marnes dans les deit.r milieux. 

Il semble donc qu'elle* doivent être vérifiées dans le problème actuel. 

1)1» — Nous allons voir que les choses ne se passent point ainsi. Mais 
iiou* avons a cet effet, deux ras fondamentaux à distinguer : 

Ou bien la discontinuité affecte constamment les même»* molécules, au- 
t rement dit. l'équation de la surfa< e de discontinuité ne contient pas I : 
nous dirons alors que la discontinuité est stationnaire\ 



\ 
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Ou bien l'équation de la surface de discontinuité dépend du temps : elle 
doit, par conséquent, s'écrire 

et est résoluble par rapport à t, lorsque a, b 9 c sont donnés (du moins dans 
une certaine région). La discontinuité affecte alors des molécules diffé- 
rentes, suivant les instants où on la considère : Nous dirons qu'elle se 
propage. Nous donnerons encore à une telle discontinuité le nom d'onde. 

Les conditions précédemment énoncées sont effectivement nécessaires 
dans le cas des discontinuités stationnaires. 

Elles ne le sont plus pour les discontinuités qui se propagent. 

Wt. — Cependant, les segments (X, ix, v), (X„ jx lt v f ), ... (\ HJ ^ Vn ) ne 
peuvent pas être quelconques si nous nous plaçons, comme nous avons le 
droit de le faire, dans une région et dans un intervalle de temps où la 
surface des discontinuités reste unique. 

Supposons que l'instant t où nous prenons la surface de discontinuité S 
fasse partie d'un tel intervalle de temps. Dans ces conditions, nous devrons 
exprimer que cette surface est unique, non seulement pour la valeur * 
de t, mais aussi pour les autres valeurs, tant antérieures que postérieures. 

Lorsqu'il en sera ainsi, nous dirons, avec Hugoniot, que les deux mou- 
vements qui ont lieu, à l'instant f , dans les régions 1 et 2, sont compa- 
tibles. 

Les conditions pour que deux mouvements soient compatibles varient 
avec les problèmes de dynamique que l'on a à résoudre. Mais nous allons 
constater qu'il en est de communes à tous ces problèmes : ces conditions 
sont nécessaires pour que la compatibilité soit cinématiquement possible. 

93. Cas des discontinuités stationnaires. — Considérons 

tout d'abord une discontinuité stationnaire d'ordre n et soit * , < ln < r K th 

une dérivée d'ordre n qui soit discontinue. Supposons que l'indice h soit 
différent de zéro. 

En un point (a , 6 , c ) de la surface de discontinuité, la quantité 

[Z*-h x "1 
» ** k - r I a sa dérivée h ème par rapport au temps différente de zéro, et 

cela pour une suite continue de valeurs de t, puisque, par hypothèse, la 
discontinuité ne cesse pas de porter sur la molécule (a ut b , c ). 

[Zn-hj* ~l 
SâfSbi* " r I ne P eu * P as ^ lre nu ^ sau ' P° ur ^ va * eurs P art > cu- 
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lières de /. Si nous faisons abstraction de celles-ci, nous voyons qu'une 
dérivée d'ordre n — h est discontinue, et que, par conséquent, la discon- 
tinuité est d'ordre inférieur À n, con! rai rement à l'hypothèse. 

Donc enfin h doit être nul. 

Ainsi, dans une discontinuité stationnaire, les premières dérivée* tpti 
soient discontinues sont d'indice zéro. 

1/ 94.— Supposons, en particulier, qu'une dérivée de la forme *— • <j- m * ?m 

•oit discontinue. Alors, d'après le raisonnement qui précède, il en sera de 
même pour une au moins des coordonnées x, y ou z. Il y Aura donc dis- 
continuité absolue. Les deux portions 1 et 2 du milieu se comportent 
comme deux corps différents et glissent l'une sur l'autre en restant cons- 
tamment en contact. 

Ce sont précisément les conditions où nous nous étions placés au n ê OO. 
Ainsi que nous l'avons dit en cet endroit, si la vitesse, l'accélération, etc. 
sont discontinues, leurs discontinuités no |>euvent pas être quelconques. 
Il est aisé de trouver les conditions auxquelles elles doivent satisfaire (en 
admettant toujours, comme nous l'avons dit au n° 40, que les deux milieux 
partiels 1 et 2 restent en contact et ne se séparent point). 

Soit, en effet, S la surface de discontinuité considérée dans l'état actuel, 
et soit 

(45) <? {*, y, z, t) = 

l'équation de S. Une particule, tant de la région 1 que de la région 2, qui 
appartient À celte surface À un moment quelconque ne cessera pas (n 9 48) 
d'en faire partie. On aura donc 

îî ';£ -h *? »v + a ** + *r = 

«vc ?7 au o7 fis et ^ fit 

Soient (JT| 9 yi, :i\(T it y,, s M ) les particules situées, À l'instant /, au même 
point (x, y, t) de S et qui font partie, Tune de la portion 1, l'autre de la 
portion 2 du milieu. On pourra, dans l'équation précédente, remplacer 
x, y, s par .r,, y t . : t et aussi par r Jt y t , z v En retranchant membre à 
membre les deux relations ainsi obtenues, il vient 

(46) *t\x\ ♦ ^hrl-^R'l^o. 

Ainsi la variation brusque de vitesse est un segment tangent à S. 
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Il peut arriver, à un instant particulier, que \j~ t y Uf ' [jt| soient 

nuls. Alors, à son tour, la variation d'accélération (si elle n'e3t pas nulle) 
est tangente à S. C'est ce que Ton voit en différenciant deux fois l'équation 
(45), ce qui donne 

[ a 1 © /o.r\ a 9 ^ ox ty 9 /&£ îx ^ 8y Jt£ $s\ 



où tout est continu, sauf les termes 



ù© o a o? ôj 8*y ôj o 2 ^ 
toW^îïyàt*~*~i)yW' 

L'ensemble de ceux-ci ne saurait donc varier par la discontinuité. 

Si l'accélération elle-même était continue, une conclusion analogue à la 
précédente aurait lieu pour l'accélération du troisième ordre; et ainsi de 
suite. 

Remarquons encore qu'aucune des dérivées de œ, y, z n'est discontinue 
lorsqu'on la considère comme fonction du temps, a, b y c restant fixes ; 
car alors le point (a, b, c) fait partie soit de la région 1, soit de la région 2, 
et dans chacune de celles-ci, tout est continu. 

yf/95. Cas des oncles. — Contrairement aux premières, les disconti- 
nuités qui se propagent ne donnent jamais lieu à des discontinuités ab- 
solues. En effet, deux molécules infiniment voisines à un instant donné 
ne peuvent cesser d'être telles que par le passage de la discontinuité. Mais 
comme ce passage n'a lieu que pendant un temps infiniment petit, leurs 
positions ne seront altérées qu'infiniment peu pendant ce temps. 

Contrairement au cas des discontinuités station naires, les dérivées qui 
seront discontinues le seront par rapport au temps. Car une molécule déter- 
minée quelconque passera d'une des deux régions à l'autre au moment où 
elle sera atteinte par l'onde. 

Enfin, s'il y a compatibilité, il n'arrivera pas, comme dans le cas des 
discontinuités station naires, que les dérivées d'indice soient discontinues 
à l'exclusion des autres dérivées du même ordre. Bien au contraire, nous 
allons voir que toutes celles-ci varieront en même temps. 

96. — Occupons-nous donc d'exprimer qu'il y a compatibilité, au sens du 
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n* 02 : que les deux régions 1 et 2, dans chacune desquelles le mou rem en l 
sera continu, sont séparées par une surface dont la position varie avec le 
temps, mais qui est unique à chaque instant, et dont nous désignons 
l'équation par 

(44) /(a,6, c> = 

A cet effet, il nous sera commode d'utiliser le langage de la géométrie à 
quatre dimensions en considérant a, 6, c, t comme les coordonnées d'un 
point dans un espace à quatre dimensions E 4 . 

Dans cette conception, l'espace ordinaire [lieu du point (a, A, c)] consi- 
déré À l'instant t doit être regardé comme la section de l'espace E 4 par U 
multiplicité I = const. 

L'équation (44) représentera une multiplicité triplement étendue S» dont 
la section par t == const. donnera la surface de discontinuité S # à l'instant I. 
La multiplicité £ divisera E 4 en deux régions i et 2 engendrées respecti- 
vement, lorsque le temps varie, par les régions t et 2 précédemment con- 
sidérées dé l'espace ordinaire. 

L'hypothèse précédemment faite (n** 70*71) consiste en ceci que les 
quantités sur lesquelles nous opérons et leurs dérivées sont continues en 
dehors de S f et sur S# même, tout en pouvant être discontinues au passage 
de §#• 

1 ' 07. — Cela étant, nous appliquerons la méthode du n* 73, non plus à la 
surface S„ mais à la multiplicité $ # . Soit 4» une fonction continue sur 
cette multiplicité, mais dont les dérivées soient discontinues (toujours dan* 
les conditions indiquées aux n" 70-7 1). On verra, comme précédemment 
que l'on doit avoir 

<« |>|*- [SJ**l?r|** LSI*-* 

moyennant l'équation ditTérentielle de la multiplicité $ , laquelle s'écrira, 

cette fois, 

(49) A da -t A dh -*- f r de 4- f x dt = 

f t désignant la dérivée ' . Lt>* équation* '34) |>eu\vnt donc être complétées: 
on peut écrire 
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Si, maintenant, on suppose également que les dérivés de * jusqu'à 
l'ordre n sont continues, on aura, au lieu des proportions (35), 

(51)[3] ! ^-" Œ [8OTW] s ^' P « r ^-" = [S]^ 

lesquelles, comme précédemment, pourront se résumer dans l'identité 
(par rapport à da, db, de, dt) 

([£]— [â] •-[£]*+ U] *)"• 

= Wada h- f b db -h f c dc -h ftdty 
X étant la valeur commune des rapports (51) 

1/ Q&. — Supposons, comme nous en avons convenu au n* 80, que les 
dérivées / a , /&• f c sont respectivement égales aux cosinus directeurs a, p, 7 
de la normale à la surface S représentée à l'instant / par l'équajion (44) : 
/ représentant (aux inGniment petits du second ordre près) la distance nor- 
male d'un point à cette surface^ mesurée sur Fêtât initial adopté, et 
comptée comme positive dans la région 2. 

Soient alors / (0, b, c) le premier membre de l'équation de S e , c'est-à- 
dire la fonction /dans laquelle on ne fera pas varier / ; S' , la surface ana- 
logue à S correspondant à l'instant t -H dt. La distance normale dn d'un 
point de S' à S (comptée comme positive dans la région 2 et comme néga- 
tive dans la région 1) sera évidemment égale à la valeur de / , ou, ce qui 
revient au même, de d/ , soit 

dn = df % = f a da -h f b db -+■ f e de = — f t dU 

rin. 

La quantité -tt est la vitesse de propagation de l'onde, mesurée sur 

l'état initial considéré. Nous la désignerons par la lettre ; de sorte qu'on 
aura 

(52) •=—/;. 

Elle est positive ou négative, suivant que la propagation se fait delà 
région 1 vers la région 2 ou en sens inverse. 

Si / représente le premier membre de l'équation de § prise sous une 
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forme quelconque, il faudra, pour obtenir les cosinus directeurs *, (*, •*, 
diviser les coefficients de (49) par ^Js^fj + fc*- On aura donc alors 

(52) r ~& 



vY,* -*- A ! h- /;• 
le radical étant toujours pris avec le signe de /dans la région 2. 

/ ' OO. — Grâce à la présence de ce radical, la vitesse dépend du choix de 
l'état initial et, lorsque l'on change celui-ci, elle est altérée évidemment 
dans le même rapport que les distances normales à la surface de discon- 
tinuité. 

Comme précédemment, nous prendrons le plus souvent, pour état 
initial , l'état actuel à l'instant considéré, en spécifiant, dans le cas du 
premier ordre, qu'il s'agit de l'état de la région t. 

/ - lOO. — En même temps que la vitesse de propagation, on peut avoir a 
* introduire la vitesse de déplacement de l'onde, c'est-à-dire la vitesse avec 

laquelle se meut la surface de discontinuité considérée dans C espace 

actuel. 
Soient 

(45) o (*, y, *, /) = 

l'équation de cette surface (<p étant la valeur que prend / lorsqu'on rem- 
place a, 6, c par leurs valeurs tir'*e* des équations (t'j ) ; S, sa position à 
l'instant t ; S', sa position à l'instant t -+- fit. La vitesse de déplacement, 
que nous désignerons par T, sera le quotient par dt de la distance normale 
des surfaces S, S' (avec la même convention de signe que tout k l'heure \ 
Le raisonnement présenté ci-dessus donne évidemment pour \al*»ur d# 
celle vitesse 

— *? 
■58) T= r . -. ,__ *'■ 

\ U) + ly) * U) 

La vitesse T <*st distincte de la vitesse de propagation, même lorsque 
celle-<'i est compté*» put un élat iuili.il identique à l'état actuel à l'instant t. 
Dans ce cas, en eftVt. S t coïncide avec S; mais S' ne coïncide pas avec S'. 
S' 9 est le lieu des positions qu'occupent, à l'instant f, les particules qui, à 
l'instant / -+~ di, forment la surface S'. 
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Il est d'ailleurs aisé de trouver la relation qui existe entre les deux vi- 
tesses. Supposons, en effet, pour simplifier, / choisi de manière à ce que 
A» /ii te soient égaux aux cosinus directeurs a, p, y de la normale à S d 
(c'est-à-dire à S) 

Ces cosinus directeurs seront aussi égaux à -î , -î , -? à l'instant t , pui*- 

° bx ày ùz r 

qu'alors x 9 y, z ne sont autres que a, b, c. On aura 6 = — f t et T = — - '• . 
Or ^ n'est autre que /, exprimée à l'aide des variables ce, y, z, t et, par 
conséquent, ^ n'est autre que la dérivée -j-, liée h J-= f t par la rela- 
tion (18). On a donc 

(54) T = -(A-«2 — 5— '2) = « + ^ 

r* désignant la composante normale à S, de la vitesse (t*, r, w) au point 
et à l'instant considérés. 

On arriverait d'ailleurs au même résultat en appliquant le théorème de 
la composition des mouvements. Le mouvement de S dans l'espace peut en 
effet être considéré comme résultant : 1° de son mouvement relatif par rapport 
au milieu, lequel, s'il agissait seul pendant le temps dt % amènerait S à la 
position S' et qui n'est autre que la propagation de Tonde ; 2° de son 
mouvement d'entraînement, qui est le mouvement même du milieu. La 
vitesse normale T est donc la somme des vitesses normales de ces deux 
mouvements, lesquelles sont précisément 6 et tv 

100**. — Les formules (52'), (53) sont d'ailleurs susceptibles d'une 
interprétation géométrique qui nous apparaîtra plus clairement si nous 
considérons d'abord des mouvements à deux dimensions. 

Envisageons un mouvement ayant lieu dans un plan, de sorte qu'il n'y 
ait que deux coordonnées initiales a, b et deux coordonnées actuelles x, y. 
Les discontinuités que nous considérons auront alors lieu suivant des 
courbes dont la position, à un instant quelconque t , sera représentée, 
sur l'état initial, par S (fig. 7). 

Nous pourrons prendre comme troisième coordonnée le temps t, 
l'axe des t étant pris vertical et les coordonnées horizontales étant a, b. La 
multiplicité $ qui représente la marche de Tonde suivant une convention 
analogue à celle du n°96, sera ici une surface (fig. 7) [dont la section S' 
par un plan horizontal quelconque t = t' donnera la nouvelle position de 
l'onde à l'instant correspondant. H ne restera plus qu'à représenter cette 
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courbe sur le même plan où est figuré S„. ce qui se fera évidemment en la 

projetant horizontalement sur ce plan en *' (fig. 7). 

Si t' est inGniment voisin 
de / ¥ , le déplacement normal dn 
de l'onde sera figuré par la dis- 
tance normale Mm' (fig. 7* des 
courbes S t , V e . Comme d'ail- 
leurs dt n'est autre que la dis- 
tance du point m' au point H' 
de S' dont il est la projection, 
* '8* ' on voit que la vitesse de pro- 

fin. *w'li 

pagation -y- n'est autre que la limite de -m,, c'est-à-dire que Vincerse de 

la pente de la surface S* par rapport au plan horizontal (ou que la co» 
tangente de l'angle que font cette surface et ce plan). 

Or les formules de la Géométrie analytique donnent précisément, pour la 
quantité ainsi obtenue, une expression tout analogue à (52'). 

Si l'on avait pris comme coordonnées horizontales les coordonnées 
actuelles j\ y, c'est-a-dire si l'on avait instruit non plus $ 9 , mais S» l'in- 
verse de la pente de cette dernière aurait donné la vitesse de déplacement 
sous une forme analogue à .53). 

Il est clair que ces considérations s'étendent d'elles-mêmes aux mouve- 
ments dans l'espace, sans autre difficulté que l'introduction de la géométrie 
à quatre dimensions, et qu'on retrouve ainsi les formules i52 ), (58) telles 
que nous les avons écrites. 

Il nous arrivera, dans la suite, d'employer les figures relatives aux mon* 
vements plans (telles que la fig. 7) pour représenter les raisonnements 
que nous ferons sur les mouvements dans l'espace (de sorte que, parlant, 
dans le texte, d'une surface S llf nous tracerons sur la figure une courbe S # ; 
et ainsi de suite). 

101. — Comme précédemment, nous traiterons à part les discontinuités 
du premier et du second ordre. 

Pour le premier ordre, x est continu, mais non ses dérivées : nous écri- 
rons donc (n° 97). 

m-Wh iy--|ïl- 

La vrtlrur toimiituie des lroi> prt'iuicr* rapports étant X (dans le système 
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de notations du n° 77) pendant que la variation de •*-. est désignée par X â 
il vient 



(55) 


x t = -- ex. 


De même 






U- Br]~* 


(55') 


1 L W *J 



Ainsi, les deux segments (X, jx, v), (X â , f* â , v â ) ont la même direction. 
Leur rapport est égal au signe près à la vitesse de propagation 8. 

s 102. — Cette relation subsiste quel que soit l'état initial adopté, mais 
pendant que X,, u,, v t seront indépendants de cet état initial, le choix de 
celui-ci influera au contraire sur X, jx, v et 0. Si Ton choisit l'état actuel de 
la région 1 ou celui de la région 2, la quantité 6 aura, ici, deux valeurs en 
général différentes 8, et 3 dont le rapport est égal à la dilatation normale 

1 -h X« -h fip -+- Vf. 

En raison de cette circonstance, il y a souvent avantage à introduire, 
pour une discontinuité du premier ordre, la vitesse de déplacement T, 
laquelle est indépendante du choix de l'état initial.. Cette vitesse est liée 
à 0, et à 0, par la formule (54), dans laquelle v n qui est, en général, affecté 
par la discontinuité, a deux valeurs différentes i> in et i\ n . On a 

(56) T = â + v in = 6 2 -h v %n 

103. — Soit maintenant une discontinuité du second ordre. Notre 
lem me, appliqué à laquantité x qui est continue ainsi que ses dérivées pre- 
mières, nous donne 

[S]-= --[S]— =• =[£}••• 

Or le rapport I g-* h **> ainsi que tous les rapports analogues relatifs 
aux dérivées d'indice zéro, est égal à X (n° 85). De même, nous avons posé 

[Sy ! ■ = K] : p = [SJ : ï = *• 
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et 



[£]=>. 



Donc 



(57) X = - -<- — ** • 

Comme on a pareillement 

V r* — a — ai ' 



(57') 



— 6» 



les trois segments Ck, ji, v\ (a p ji,, v t ), À it fi Jt v^ *owf ffo mêm* direction 
e: §n progression géométri'/ue, la raison de cette progression étant — • 
Les proportions précédentes peuvent d'ailleurs s'écrire 

= X (%da -4- |kf6 -+- frfc — Br//» 1 , 

^_ v (arfa h- ?db -t- ;dc — flrf/) 1 . 

Oh considération* se généralisent d'elles- mêmes. Pour n quelconque, 
tes n -+■ t segments )., »i» * . !*i. Kp V-» ( A «. H». *• o** Itf m^me direc- 
tion et forment une progressif m géométrique dont ta raison est égaie, eu 
signe près, à la vitesse de propagation : on a 

l 1 = '« — — ** — — - X ^- 

y - ■• ~F"^~ <- e r 

(58) * U r= _' fj == ... = ^ 0/ -~ ùf 

On relation h *ont vraies, pour tout choix de l'état initial, bieo que celai* 
ci influe sur les valeur» des quantités qui y figurent. Bien entendu, pour 
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les ordres supérieurs à l'unité, il est inutile, lorsqu'on prend pour élat 
initial l'état actuel, de spécifier s'il s'agit de l'état 1 ou de l'état 2. Si on 
intervertissait l'ordre des deux régions, 6 subirait un simple changement 
de signe. 

^ 104. — Le cas des discontinuités stationnaires correspond évidemment 

àO = 0. Or si, dans les formules (58), on annule 8, il vient X A = p h = v h = 

pour h > I), On retombe donc bien sur le résultat obtenu au n° 93 : 

Dans une discontinuité stationnaire d'ordre n, les seules dérivées d'ordre 

n qui soient discontinues sont d'indice zéro. 

105. — Le cas où les relations (58) sont vérifiées semble au premier 
abord beaucoup plus particulier que celui où les segments (X A , \i hl v A ) sont 
quelconques. Cependant, il résulte de ce qui précède que la compatibilité 
doit être regardée comme la règle, et le cas contraire comme l'exception. 
Si, en effet, il n'y a pas compatibilité, la surface de discontinuité ne peut 
pas rester unique, elle se dédouble tout au moins en deux feuillets qui 
étaient séparés avant l'instant t et le sont de nouveau après. La disconti- 
nuité sans compatibilité qui existe à l'instant t doit donc être regardée 
comme étant en réalité la superposition de deux ou plusieurs autres dont 
les surfaces d'onde coïncident momentanément ('). On ne saurait supposer 
que l'absence de compatibilité ait lieu une infinité de fois dans un inter- 
valle de temps 6ni, car alors les surfaces de discontinuité, se dédoublant 
une infinité de fois, ne seraient pas isolées. 

iXlOO. — 11 y a donc lieu, dorénavant, d'admettre, sauf indication con- 
traire, que les n + 1 segments ont entre eux les relations (58). 11 en 
résulte, en particulier, qu'une discontinuité est entièrement définie, en 
chaque point de la surface d'onde, par un segment : le segment (X, n, v) 
qui correspond aux dérivées d'indice 0, et un nombre : la vitesse de propa- 
gation. 

107. — Ce segment et ce nombre peuvent d'ailleurs être quelconques : 
autrement dit, les équations (58) donnent bien, cette fois, toutes les rela- 



(») Un tel fait est d'ailleurs tout à fait exceptionnel : lorsque deux discontinuités 
me propagent indépendamment Tune de l'autre, elles ne se rencontrent, en général, 
que suivant une ligne, sans que les surfaces d'onde coïncident à aucun moment 
(Voir chap. vu). 
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lions qui existent, dans uno discontinuité d'ordre h, entre le* variation* 
des dérivée* de cel ordre, lorsqu'on ne connaît rien sur la nature dynamique 
du mouvement. 

Donnons nous, en effet, arbitrairement l 'équation (44) de $ # : nous 
pourrons évidemment la choisir de manière qu'à un instant déterminé, 
S ait une position donnée et 6 une valeur donnée en chaque point* Don- 
nons-nous aussi arbitrairement, en tout point de S t et même de S # le 
segment (l, p, v). Soient enfin X, Y, Z des fonctions de a, b, c, t continues 
ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. Les équations 

x == X, y =-- Y, z = Z, dans la région 1 
w I 



(59; 

] y = » "t- k 



y = \ -+- (a ,# -- -i-ij-J— L i dans la région 2 



définissent un mouvement (et non plus seulement un système de vit 

et d'accélérations, comme au n* 89) présentant une discontinuité d'ordre fi 

dont les éléments sont bien ceux que nous nous étions donnés. 

Nous voyons bien d'ailleurs pourquoi le mouvement ainsi défini ne cesse 
pas de vérifier les hy|>othèses générales des n°* 44-40, quoi qu'il ne 
satisfasse pas aux conditions du n° OO. La raison en est la même que celle 
pour laquelle, comme nous l'avons vu au n° 95, les discontinuités qui se 
propagent ne donnent pas lieu à des discontinuités absolues. La continuité 
des vitesse* ou des accélérations cesse, pour une particule quelconque, nu 
moment où elle est atteinte par l'onde ; mais elle ne cesse que pendant ua 
temps infiniment petit et se rétablit ensuite, de sorte que la continuité 
du mouvement n'en est pas troublée. 

108. — Dans le cas où il n'y a pas compatibilité, la discontinuité 
d'ordre n se divise, en général, en discontinuités partielles qui sont ég a le ■ 
ment d'ordre n (le* serments /*. jj*. v*) relatifs à celles-ci ayant, pour 
chaque valeur de A, une somme géométrique égale au segment analogue 
corre««|Mindant à la discontinuité primitive'. 

Maii il est à remarquer que d'autres hypothèses sont possibles. Par 
exemple, une discontinuité d'ordre n |M»ut se dédoubler en discontinuités 
d'ordre supérieur a n : une discontinuité qui porte sur len vitesse* peut 
être remplacé*» pur deux autre* qui ne portent que sur les accélérations. 
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Pour nous en rendre compte, considérons, pour simplifier, un mouve- 
ment effectué suivant Taxe des abscisses, chaque point de l'état initial étant 
défini par une seule coordonnée a et sa position 
actuelle, par une seule coordonnée x. La variation 
de x en fonction de a et de J pourra alors être repré- 
sentée par une surface. 

Supposons que cette surface se compose de deux 
demi-plans formant un dièdre : nous aurons ainsi fr,v $ 

une discontinuité du premier ordre. 

Par un point S de l'arête du dièdre (correspondant à une valeur a Q de a 
et à une valeur t de *), menons deux droites SA, SB, dans les deux faces 
[fig. 8) et relions ces deux droites par une nappe conique tangente, suivant 
ces deux génératrices, aux deux faces du dièdre. Nous pourrons alors sup- 
primer les portions de celles-ci comprises entre les deux droites et la portion 
de Farète (fig. 8) qui correspond à / >> t Q , pour les remplacer par la nappe 
conique, et nous aurons ainsi un mouvement présentant, pour / = / , une 
discontinuité d'ordre 1 et, pour t Z> t , deux discontinuités d'ordre 2. 

109. — Revenant au cas de la compatibilité, nous allons nous proposer 
de calculer les variations subies par les principaux éléments considérés 
dans la première partie de ce chapitre. 

Densité. — Pour l'étude de la densité, nous supposerons qu'on a pris 
l'état actuel pour état initial. 

Considérons d'abord une onde du premier ordre : nous savons que la 
déformation de l'état 2 par rapport à l'état 1 appartient à la catégorie 
étudiée au n° 56, et nous avons appris à évaluer la dilatation normale, égale 

au rapport &- des densités. Cette dilatation s'obtient en ajoutant l'unité 

à la composante normale Xa + k^ + vy de la discontinuité (*), supposée 
rapportée à l'état 1 du milieu : ainsi on a 

(60) Ei = i -h Xa -h rf H- vy. 

Cette expression peut se transformer de diverses manières en ayant égard 
aux relations indiquées aux n°* 101-102. Tout d'abord, en multipliant 



0) C'est-à-dire du segment qui, joint au nombre 0, définit la discontinuité, ainsi 
que Dons venons de le voir. 
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la composante normale de la discontinuité par — 6, nous obtiendront celle 
de la variation de vitesse. Donc 

(61) Ei^i-fed. 

Pi ° 

Dans cette formule, r„ désigne la composante normale de la vitesse et * 
doit recevoir la valeur t . On obtiendra évidemment la même valeur 

pour -' en changeant le signe de [r a ] el remplaçant 6, par 6 t , à p*, ?» : 

?t Pi ?i 

C'est ce que Ton vérifierait sans difGculté à laide des relations précédem- 
ment établies (n* 84). 

D'autre part, nous avons vu que la dilatation normale est égale au 
rapport des deux vitesses É et S . Si nous lirons celles-ci de la double 
égalité ^56), il vient 

ou si l'on veut 

(61) 






I !•• On démontrerait directement le même fait en considérant la portion 

d'espace comprise à l'intérieur d'où petit 
cylindre dont les deux bases C, C sont 
respectivement situées dans deux posi- 
)3 lions successives S, S' (fiy. 9), occupées 
par la surface d onde aux instants t et 
p.- ft t +• dt et dont le volume est CTcff. 

Cette portion d'espace passe (•) de 
l'élit 2 a l'état I pendant le temps dt. 

Or, le volume entrant par la face C, sous l'état 1, a pour expression Cr,.<ff 
et le volume sortant par la face C , sous l'état 2, est égal à Cr t ,<i/. Quant as 
volume entrant ou sortant par les faces latérales, il est négligeable, si 




supposons, comme nous avons le droit de le faire, que le rapport y, soit infini- 
ment petit. 

En écrivant que le volume de la partie restante varie dans un rapport 
inverse de celui des densités, on retombera sur la relation (62). 



(») Nous supposons, pour Ù**r les idées, la vitetse • positive, ainsi qu« r, M t^. 
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111. — Dans les discontinuités d'ordre supérieur, la variation brusque 
ne porte pas sur la densité elle-même, mais seulement sur ses dérivées 

d'ordre n — i (si Tonde considérée est d'ordre n). La quantité log ^ étant 

r 

continue ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre n — 2 inclusivement, il 
existera un nombre x tel que Ton ait 



f *"-Moggf "] =: 



(63) '" 6 p = xtf p« Y ' (— 6)\ 

{JâyWiJFWj 

Pour évaluer x, nous pourrons nous borner à considérer les dérivées 
d'indice zéro. Si nous prenons pour état initial celui de la région i, la quan- 
tité log — sera identiquement nulle dans cette région. Mais d'autre part, la 
déformation de la région 2 par rapport à la région 1 ayant les propriétés 

O*- 1 loff £i } 

étudiées au n° 50, la valeur de 6 p dans la région 2 sera donnée 

Sa* 86« 8c r 

par la formule (17). On a donc 

(•34) x = \ol -+- K p -+- vf. 

Comme p est, en général, continu ainsi que toutes ses dérivées, nous 

avons ainsi la variation des dérivées de log -• 

ttl bi *. — Un pourrait d'ailleurs partir également des dérivées d'indice 
non nul en utilisant la formule (20). Pour n = 2, celle-ci donne 



8 /. i\ J>M , ô» dU? 



Ta , , A ,. . ou 8t> ouj 8*2? , 8*y ; 8 1 * 

Le second membre peut sécr.re fc + W + ^ = ^ + s& + fcjï 

8 * «» 6, c coïncident avec a?, y, * ( ! ) : on retombe donc bien sur la formule 
(04). On généraliserait d'ailleurs au cas de n quelconque en différenciant 
un nombre de fois suffisant la formule (20). 
Si l'on voulait le changement de densité, la discontinuité étant rapportée 



i ) Cette transformation est applicable dans les deux régions, quoique l'état initial 
1 ° e lni de la région 1, grâce à ce fait Qu'elle n'introduit qu'une différentiatioh 
*" ^Pport à a, b 9 c. 

8 
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à un élal ioilial quelconque, il faudrait bien entendu, transformer les for* 
mules que nous venons de trouver, à l'aide des principes précédemment 
établis. 

1 12. — Composantes de déformation. — Plus généralement, chercboos 
l'influence d'une discontinuité sur les composante de déformation 7) 
(n* 51). Nous allons, cctle fois, ne iaire aucune hypothèse sur le choix de 
l'état initial. 

Soient encore x\ t/ t z' les coordonnées correspondant à l'état de la 
région 1 prolongé dans la région 2. Prenons d'abord n = ! : on aura, aux 
infiniment petits du second ordre près, 

x = rf -*- V> y = y' -h fi/, x = x' «+- v/ 

et par conséquent 

dx* -h dtf -+- di' = (dx* + UfY -h (dy[ -4- \idff -h (dz 1 -*- vdf)* 

=rz drf 1 -t- di/* -f- dz'* -t- 2df(ldx' + \uiy -+- vrfi'; 

-H (X» -+- P* + v') dp 
= dz" -t- dij* + dz'* 

-r- 2 (f, t da -h fkdb -+- /!</<• >.</x' -+- jirfy' -+- -rfs'j 

-+- (a* -+- ^ -*- v ') </*< fa -+■ M* + /# c *• 

Les variations subies par les composantes de déformation sont donc les 
demi coefficients du polynôme 

( ' } -H (A» + H f + v») /^tf -H M6 -h Arfc .» 

I lit. — Mai» le* résultats prennent ici une forme beaucoup plus simple 
pour n > I. (le ne sont plus alors les composantes de déformation, mai* 
leurs dérivées d'ordre n — t qui sont discontinues. Prenons toujours le 
cas le plus important, celui de n = 2, dans lequel 

, . >/*' 

*r -- X -r- -.7 

j --> s -t- -V 

iI'du 

: »/.»• -r //.!•' -t- '/•'/" 

66) ] </>/ =- ''.v t- .iA<V 
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en négligeant des termes qui contiennent /* en facteur. La simplification 
résulte de ce que, en élevant au carré et ajoutant, on peut négliger les 
carrés de \fdf, \*>fdf, vfdf t on obtient : 

dx 1 -H dy* -4- dz* = dx'* -+- dif % -4- dz'* -4- 2fdf{\dx' -4- [idi/ -4- vcfe') 

de sorte que les variations de e p e 8 , e 3 , Yi» Y2» Ï3 sonl ^ es coefficients du 
polynôme quadratique fdf (kda/ -4- y-dij -f- vdz'). 

Désignons, comme au n° 47, par a,, ôj, c â ; a f , ô„ c s ; a i9 b z , c 3 les dé- 
rivées premières de ar, t/, 2 pal: rapport 'à a, b, c : ces dérivées Coïncident 
avec celles de £, i/ t z' en tout point de la surface d'onde, puisque la dis- 
continuité est du second ordre, et l'on a 



(67Ï 
avec 



Ida/ -4- vdtf -4- vdz' = Lda -4- hldb -4- Nrfc 



(67') L = la l -4- [ia 2 -4- va 8 , M == \b t -4- ja& 2 -h v& 5 , N = Xc, -4- ne, -4- vc 3 . 

û?/ étant égal à /" a cfa -4- /icto -h / c dc, les quantités dont varienl e p t i9 e 8 , 
Ti* Ti» Ta < ^ ans ' e passage de l'état t prolongé à l'état 2, sont (toujours aux 
termes près de l'ordre de /*') 



(88) 



? /We + N/J), /W« + L/c), /(L/i + MA). 



Enfin, /"étant nul sur S et ayant pour dérivées partielles f at f bt f c% oïl 
obtient 

ifëi'A-fëh-fëi"-'* 

[SB]' A -[%]■ A -pj]: /! = « + !« 

[fe}A=ffe}A-rs}/-.=N/;-v 

fë}A = [y:A = [y/ = L /; + M/: , 



69) 
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résultat que Ton vérifierait, bien entendu, sans difficulté à l'aide des for- 
mules (40), (40 / ). 
Si la discontinuité était d'ordre n, il faudrait, dans les formules (66) et, 

par conséquent, dans les formules (68), remplacer /par , i^ t ** *«• 
formules (69) seraient remplacées par 



Nous n'avons écrit que les formules relatives aux dérivées par rapport 
à a, 6, c ; mais nous pouvons évidemment en déduire les variations de 
toutes les autres dérivées d'ordre n — ! , le lemme du n 9 07 étant appli- 
cable à t lf t f , e„ Y t t Y,, Y,. 

On pourrait, des formules précédentes, déduire la variation de Isr densité 
(dans le cas du premier ordre) ou de ses dérivées, puisque la dilatation est 
une fonction des composantes de déformation. 

1 13*". — Uème lorsque la discontinuité est du premier ordre, le résul- 
tat est tout semblable à celui que nous venons d'écrire, si cette discontinuité 
est très petite, de manière qu'on puisse négliger les carrés de X, |i, v. Le 
polynôme (65) se réduit alors à sa partie linéaire par rapport à ces trois 
quantités et il vient (en tenant compte de (67)) 

(M\ 1 M " V« W - M/* M = N/. 

1 ' l M = M/ -h N/». [ T J = N/. + 1/« [ Tl ] = LA 4- M/.. 

114. Rotation moléculaire. — Soit une discontinuité du second ordre : 
prenons pour état initial l'état actuel en supposant toujours que /« f /*, / 
sont égaux aux cosinus directeurs s, p, y de la normale à Tonde. Les 
composantes 

'' = 2(«"J 

2 \»ve ay/ 
de la rotation moléculaire s'écrivent ici 

I / o»x Vu * I / * f jr o*i \ | / Vu Vx \ 
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Sa variation sera donc d'après nos formules 

(70) [p] = j|OA Y _vP), M = J(v«-X T ) f M = J(Xp -,!«). 

L'interprétation géométrique de ces expressions est bien connue : si l'on 
mène, avec le point considéré comme origine, le segment (X, p, v) qui 
caractérise la discontinuité et d'autre part, un segment normal à l'onde et 

A 

de grandeur s » h variation de rotation moléculaire est égale au moment 

d'un de ces segments par rapport à T extrémité de Vautre. 

Ou, si Ton veut, la variation de rotation moléculaire s'obtient en fai- 
sant tourner d'un angle droite dans le plan tangent à Fonde la projec- 

A 

tion du segment (X, p, v) sur ce plan f et la multipliant par ■** 

On voit que la variation de rotation moléculaire est toujours un 
segment tangent à la surface de discontinuité. 

Il est clair qu'on écrirait sans difûculté des formules analogues à (70), 
pour les variations des dérivées de p, q % r dans les discontinuités d'ordre 
supérieur à 2. 

^ 115. — La direction d'une discontinuité est celle du segment (X, jx f v) 
qui la caractérise, direction que nous savons être aussi celle des segments 
*i> pi» v f ) f ... Çk n , [A», v n ). 

Si cette direction est normale à la surface d'onde S, considérée dans 
Tètat actuel % la discontinuité sera dite longitudinale ; si elle lui est tangente, 
la discontinuité sera dite transversale. 

Il résulte des formules obtenues ci-dessus qu'une discontinuité longitu- 
dinale est sans influence sur la rotation moléculaire et qu'une disconti- 
nuité transversale est sans influence sur la densité. 

116. Signe d'une discontinuité. — Etant donnée une discontinuité 
d'ordre quelconque ayant lieu à l'instant t, imaginons qu'à partir de cet 
instant, chaque molécule continue à se mouvoir avec la même vitesse et la 
même accélération initiales, autrement dit, qu'on rende ces vitesses et 
ces accélérations continues par rapport au temps. 

Comme il a été remarqué au n # £90, le mouvement Actif ainsi obtenu 
ne vérifierait plus, en général, les hypothèses énoncées aux n 01 44-40. 
Ou bien les deux milieux partiels 1 et 2 pénétreraient l'un dans l'autre ; ou 
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bien, au contraire, ils s'écarteraient l'un de l'autre et cesseraient d*ètre 
contigus. 

Dana le premier cas, la discontinuité considérée sera dite positive ou 
comprimante ; dans le second, négative ou dilatante. 

D'après cette définition, le signe d'une discontinuité n'est pas modifié 
lorsqu'on intervertit les rôles des deux régions qu'elle sépare. Il changerait 
si l'on renversait le mouvement, c'est-à-dire si l'on substituait les instants 
antérieurs aux instants postérieur* et inversement (ce qui revient à changer 
le signe de / dans les équations du mouvement'. 

Il est évident, d'après ce que nous avons dit au n* 0*1, que le signe en 
question est lié au sens de la différence qui existe entre les deux valeurs 
de la composante normale de la vitesse ou de Tune des accélérations suc- 
cessives. Pour obtenir la forme exacte de cette relation, il suffit de reprendre 
les raisonnements présentés en cet endroit. 

Soient S, la surface limite du milieu t laquelle coïncide à l'instant 
donné t Q avec la surface de discontinuité S dans notre mouvement fictif, 
(jr,, Vu -i) un quelconque de ses points ; 

son équation. 

Convenons, pour fixer les idées, que le milieu 1 sera situé, par rapport à 
cette surface, du cùté ? < il. 

Soient encore S i la surface limite du milieu 2; .r,, y Jf s t celui de ses 
points qui, à l'instant / a , coïncide avec r x , y lt s,), ce point étant égale- 
ment supposé animé de notre mouvement fictif. Il y aura pénétration des 
deux milieux, si Ton a, pour / = /, + «, 

(72) ?(-^..v i ,5 Ji r<0. 

Il suffit. |K>ur cela, que la dérivée du premier membre, si elle ne s'annule 
pas pour t — /„,soit négative. Comme le premier membre de l'équation (71) 
e»t supposé identiquement nul, ceci donne (comparer l'équation (46 

:;m-:-m^mi<" 

Mais r étant mi|i|k>m* négatif du côté de la région !, ' • '«■• . -? on j |^ 

figue* ili' h lOMiiu* directeurs de la normale à S dirigée vers la région 2 : 
donc l'inégalité (78) exprime que. dans le passage de la région t à im 
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rigion 2, la composante normale de la vitesse augmente d'un segment 
dirigé vei % s la région 1 . 

Si au contraire le changement de composante normale de la vitesse a 
lieu vers la région 2 quand on entre dans cette dernière région, la quantité 
?( J V y*» ~i> sera positive à l'instant t Q -f- s, et par conséquent le point 
G* 7 *» y** z %) *« ra extérieur à la nouvelle position occupée par le milieu t à 
cet instant. En un mot, la discontinuité sera dilatante. 

Si maintenant, la composante normale de la vitesse restant continue, 
l'inégalité (73) est remplacée par une égalité, il faudra exprimer que la 
dérivée seconde de ç(o: 2 , y i9 z i9 t) est Dégativc. A cet effet, on n'aura, 
comme au n° 04, qu'à différentier deux fois l'équation (71) et l'iné- 
galité (72). Dans le cas où la vitesse elle-même (et non plus seulement sa 
composante normale) est continue, on obtient ainsi évidemment (com- 
parer l'équation (47)), pour une discontinuité comprimante, 

^L^J + v/MJ + «M <0 

et, pour une discontinuité dilatante, 

** Y**\ *y L c <*J <* L^ J ^ 

Celles-ci expriment les mûmes conditions que tout à l'heure, sauf que la 
vitesse est remplacée par l'accélération. 

Si cette dernière, à son tour, était continue, il suffirait de la remplacer 
par l'accélération du troisième ordre ; et ainsi de suite. 

1 19. — Les considérations précédentes subsistent (ainsi qu'il nous est 
utile, pour la suite, de le remarquer) qu'il y ait ou non compatibilité. 

Il n'y a, bien entendu, pas lieu de parler des discontinuités station naires, 
qui, d'après ce qui précède, ne sont ni comprimantes, ni dilatantes. 

S'il y a compatibilité, on peut donner au résultat une forme tin peu 
différente. 

Prenons, pour fixer les idées, le cas du [premier ordre : la différence des 
deux vitesses normales est égalera — 0, multiplié par la composante nor- 
male du segment (À, 51, v Or cette dernière est égale à ^ — I . 
Donc, la discontinuité est dilatante ou comprimante, suivant que la pro- 



«20 CHAPITRE 11 

pagalion se fait vers la région la plus dense ou vers la région la moins 
dense. 

Dans une discontinuité du second ordre, ce n'est plus la vitesse, mais 
l'accélération qui est discontinue. De même, si la discontinuité est d'ordre * , 
elle portera seulement sur l'accélération d'ordre n et son sigoe dépendra par 
conséquent, de celui qu'aura la composante normale du segment (X., m,, •»„ . 

D'autre part, considérons les dérivées successives de la densité par rapport 
au temps. Les n — 2 premières d'entre elles sont continues : pour la 
tt — t*~, on a (n* ttl) 

rVnogf] 

[_ fr-i P j = (** + H? + *ï) (- 6)-» 
ce qui, d'après les formules (58), peut s'écrire 



fcsfl- 



j (K* -*- m? -*- v„t). 



La discontinuité sera comprimante si la parenthèse du second membre 
est négative, c'est-à-dire si la propagation se fait vers la région ou la 
dérivée n — i èm * de la dilatation par rapport au temps est la plus 
grande. 

118. — On peut rattacher aux considérations précédentes certaines 
remarques simples relatives au dédoublement d'une discontinuité. 

Considérons, par exemple, une discontinuité du premier ordre compri- 
mante. Supposons qu'il n'y ait pas compatibilité, mais que le dédoublement 
ait lieu en deux ondes seulement, et que, de plus, ces deux ondes se pro- 
pagent en sens inverses. II est clair que l'une au moins d'entre elles devra 
être comprimante. Pour celle-ci, la propagation se fera vers la région la 
moins dense et, par conséquent, Vètat intermédiaire qui prendra nais- 
sance entre les deux ondes sera plus condensé que tun au moins des deux 
premiers. 

Il sera, au contraire, moins condensé que l'un au moins d'entre eux ai la 
discontinuité donnée eut dilatante. 
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§ 4. — ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS (Suite) 
CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ D'ORDRE SUPÉRIEUR 



119. — Nous avons, dans ce qui précède, étudié une discontinuité 
d'ordre n au point de vue de ses effets sur les dérivées d'ordre n. Quelles 
relations cette discontinuité entraîne-t-elle entre les variations des dérivées 
d*ordre supérieur à n (en supposant que celles-ci prennent, comme les 
premières, des valeurs déterminées de chaque côté de l'onde) ? 

Ces relations sont notablement plus compliquées que les premières. Nous 
ne les formerons que dans les cas les plus simples. 

Considérons une discontinuité du premier ordre et introduisons les 
dérivées secondes. Nous avons trouvé, pour les conditions qui regardent la 
variable x 

m [|]=v.. [£]-vs. [Ê]=v. 
<") [«] = v. 

dont les trois premières proviennent des conditions identiques, la dernière 

des conditions cinématiques de compatibilité. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que ^représente (rigoureusement 

cette fois) la distance du point a t b % ck S . Dans ces conditions, nous pou- 

SV o 1 / **/ 
vons remarquer que *^» «g^. <^, dérivées par rapport au temps des 

cosinus directeurs de la normale à la surface f= const. seront connues lors- 
que f t sera donné sur toute cette surface. Il en sera de même, bien entendu, 
des dérivées secondes de /par rapport à a, b, c. Toutes ces quantités seront 
donc connues lorsqu'on donnera S, et les premiers membres der équations 
(86), (74). 
Nous composerons avec elles les formes différentielles 

/ f % (da, db. de) = /. da -r f, db -r- f, de, 

(75) \fAda,dh t dc)^{ 7 ~da^yi^ldnp^da^ 



(a 



{*,<».*)= *£ da - |£ db ^ g. de, 
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et nous considérerons également les formes analogues contenant les Taxa- 
tions des dérivées de .<? 



(76, 






Formons d'abord les conditions identiques. Différencions deux fois 
l'équation [>] = const. sur la surface S : nous voyons que Ton doit avoir 

moyennant les relations 

(77 /, = / a da + f 6 db + /. de = 

et 

(78) /, 4- A d'à -h A rf*6 -+- /, tf 1 c = 0. 

En vertu des relations (36), ceci revient à dire que l'équation 77) 
entraîne \ t — if ê = 0. Il faut, pour cela, qu'il existe un polynôme linéaire 
Kda h- Bffb -t- Cdc tel que l'on ait. quels que soient da, db, de, 

(79) ;, - >/, f 2/, (Ada + Bdb + Cdc). 

Différencions également sur S § la première équation (86) : la différto- 

tielle de / est 
la 

. ' da -t- . ;. db -+- % ;- de =r. --'« 
',tf J '-a 06 coco J yrfff 

•t de même ht différen tielle do I *- I est . t ---V ■*• On a donc 

\'M I 2 *(da) 

Main vn dérivant par rapport à du, l'identité (78). on a puisque /, — 0) 
2, Sa) 2..;^)+/- Arfa + IWé + Crfc, 
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la comparaison de ces deux formules donne 

(80) dX = Kda -f- Bdb -+- Cdc (sur 8 ). 

Les formules (79) et (80), ainsi que les formules analogues relatives 
ày, ; (lesquelles introduiraient six autres coefficients auxiliaires analogues 
à A, B, C) sont les conditions identiques. 

120. — Passons aux conditions de compatibilité. Nous devons, à cet 
effet, compléter le calcul précédent, d'une part en diiïéren liant sur 8 et non 
sur S . d'autre part en utilisant (74). Différentiant d'abord cette dernière 
sur S , il vient 

Ê\ = f t dk + X/'t = X/' t 4- /, (Ada -f- Bdb -+- Cdc). 

Ceci devant avoir lieu pour toutes les valeurs de cfo, db f de qui vérifient 
la condition (77), on a, en introduisant la quantité auxiliaire X' 

(81 > ! [«] = >• ai, + "'' - l 'A 

Faisons maintenant varier a, b, c, % sur § , nous devrons avoir, non 
plus (77), mais 

<"') / l H-/,rf/ = 0. 

La première équation (86), différentiée dans ces nouvelles conditions, 
donnera (d'après (81)) 

i îfe - (» SSi * V. H- >',) *_,.* + » (- -$- + ^,). 

Remplaçons f , par son expression < 79) et tenons compte de (77'), nous 
avons, toutes réductions faites 

(80) Ada -*- Bcfô + Wc-f- X'rfl = <f/. (sur 8 j. 

Si nous supposons connues les variations brusques des dérivées seconde* 
de x, tout est connu (grâce aux équations (79) et (81); dans le premier 
membre de (80), et nous avons par là la variation infinité»! ma le de X 
lorsque le temps varie. 



L 6C( 
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Reprenons enfin l'équation (74) pour laditTérenlier sur S 0f ce qui donoe 
(en tenant compte de (80')) 

l\ 4- fô] dt = /, (Ada + Bdb+Cdc + l'dl) 4- X (/'. + |V rfi). 

Remplaçons ?, par sa valeur tirée de (81) e! tenons compte de (77') : il 
ne reste que les termes en dt, qui donnent 

(82) [&]-»'/: + *gf 

Supposant toujours connues les dérivées secondes de x, cette formule 

nous fait connaître *à , c'est-à-dire le mouvement delà surface d'onde aux 

éléments infinitésimaux du troisième ordre près. Mais on aurait également 

«ji par les équations analogues correspondant à y et t. En égalant entre 

elles les expressions ainsi trouvées, on a deux nouvelles conditions de 
compatibilité. 
Si Ton pose 

w' - ([i] *-[*]** [cl **[«]*)' - 

les résultats précédent» se résument dans l'identité 

(7*) X, = >F, -h 2F, Kda + Bd6 + Wc + Vrfl). 

121. Conditions du troisième ordre. — Adjoignons maintenant aux 
formes ,75), (76) les suivantes 

ff -(à** i*-»*»' ?-»{,*■ + •- 

s - ([i] * - [«] "' - [è] *)'* - M "" *••- 

r. - ([£] * - [i] * - [rj *)' v = [m] " + ••- 
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iffé 


Tentions trois fois, sur S , la relation [x] = : il vient 




^iG-fe*-*-^*»*^^) 



1)3 



+Kl'' + &]' ,+ [£]*-•■ 

cela moyennant les équations (77), (78) et 

(84) j '• ■- 5 (ifèj dta "" $*) d%h + $S> «'<) 

( -h f a d*a 4- /1<P& 4- /^c = 0. 

Les différentielles troisièmes s'éliminent immédiatement par les condi- 
tions (36) : remplaçant Ç, par sa valeur (79), nous avons la relation 

£ 8 = X/ 3 -+- 3f % (\da 4- Bdb 4- Cdc) 

laquelle doit subsister moyennant (77) : autrement dit, nous pouvons écrire 

(85) Ç s = X/; h- 3/, (Acte 4- Bdb 4- Crfc) 4- 3/1 * 2 

ty È (da, db, de) étant une forme quadratique en da, db, de. 

Pour avoir la signification de t}**, considérons l'équation (79) qui est une 
identité par rapport à da, db, de. Changeons y da, db, de en du, d'b, d'e, 
puis différentions sur S (sans faire varier d'à, d'b, d'e) : ceci donne 

\ LS?-\ ** -+■ ,-êk <** + ^ ù Jh *) 

3 \d(<ra) o(db) a («Te) / 

= f t (d'a, d'b, d'e) (Ada ■+■ Bd* -t- Cdc) 

3 \d(d'o) ù(d'6) ô(d'c) / 

+ 2f t (d'à, d'b, d'e) (dA d'à -t- dB d'6 -+- dC d'e) 

+ <A*«+B<tt + C<fc) (^ } d'a-, ^d'J + ^d'e). 

Si nous remplaçons £ 3 par sa valeur (85), le polynôme f t (d'à, d'b, d'e) 
vient en facteur et l'équation se réduit à 

dK d'à -h rfB d'b + dC d'e = J (^ d'« + ^ *ft -t- ^ d'e). 

tf'a, d'b, de étant arbitraires, on a 

'««) rfA = Lw dB = ^dV rfC = 2^e) < 8UrS «> 



126 CHAPITRE II 

équation d'où on peut déduire la valeur de d*\ (en vertu de (80 N ) 

(87) dO. = Ad*a + IM'b + Cd'c -H * r 

Ayuiit ainsi les conditions identiques, nous obtiendrons les conditions de 
compatibilité en diiïérentiant, sur $ , toutes les conditions (79) à (82). 
Nous ferons le calcul d'un coup en introduisant les expressions (88) et 

X, = I, + 3 1\ <« H- 3 (f £{p ] da h ...) rfl> + [£] rfl' 

p, - a + v; * - a ( J& * + a f£ * -h ^ *) <"* ••- £f <"• 

^ ^ % * . i 

x- (la + zj db -*- trdc + Ft dt) f. 
.oa 06 ce 5/ / # 

Nous pourrons alors récrire les formules précédentes en remplaçant 
les ; par des X, les /'par des F, et introduisant des termes en dt, d*t 9 d*i, 
partout où il en existe en da t db, dc\ d*a t rf*6. d*c ; d*a 9 d*b, r/V. De 
cette façon l'identité (85) sera remplacée par 

(85) X, = > F, + 3 F, (Ada -h Bdb + Cdc + Vdi) -h 3 F, %\. 

H\ étant une forme quadratique en da. db, de, dt. 

I<a coin|>araii»on de la formule précédente avec (85 1 montre que, dans T |t 
la partie indépendante de dt n'est autre que 'y t : on pourra poser 

(88) H*. ;, -f- 2dt (Ada -+- Wdb -*- Cdc) + >'<//*. 

Kn continuant à suivre la marche exposée tout à l'heure, on verra que 
les différentielle* complètes de A, H, C, V sur S# sont 

rfA - !, ?.'- -- i aS + A '<" 

i 2 •' 'la X .» (ta) 



(86. 



I fit - --- i ,-7\ =■-= .' -;"*/- -'- CV/r 



2 •<<//> 



A.//r -i Wdb-k-Cdc -*->'<*/ 



de sorte que comparer < 87 • . 
87) «I, • Ad'a -* H#/ J /# - <>'•> — >. //•/ =t d*ï (sur S # *. 



LKS ONDES AU POINT DE VUE CINEMATIQUE 127 

Enfin, si on égale, dans (85'), les coefficients des différentes puissances 
de dt % on a, outre l'identité (85), les relations 

j' f = X/y -+- Vf t -t- 2f x ' (\da + Mb + Crfc) -h ffy, 
l ■+■ 2/", (À'rfa 4- B'rfft -h Crfc), 

(*» S [ro] - » b£ + * Ëf + »' È; + «*'/: + >V.. 

Etant donnée, à V instant t, la position de la surface de discontinuité, ces 
différentes formules et leurs analogues relatives à y, s-, permettront de cal- 
culer, en fonction des variations brusques des dérivées premières, secondes 
e t troisièmes des coordonnées, les paramètres A', B', C, X* et leurs analogues. 
On pourra môme, entre elles, éliminer 'ces quantités, de manière à obtenir 
des conditions de compatibilité. Enfin, la dernière des formules (89) fait 

connaître ^-4, c'est-à-dire l'accélération du troisième ordre de la surface 

d'onde, et on aura deux autres conditions de compatibilité en égalant la 
valeur ainsi trouvée à celle qu'on déduirait des équations analogues rela- 
tives à y et à s. 

122. Si ces conditions n'étaient pas remplies, la surface de disconti- 
nuité du premier ordre pourrait rester unique. Mais il s'y adjoindrait 
nécessairement au moins une onde d'ordre supérieur, se séparant de la 
première aux instants voisins de celui que l'on considère. 

123. Cas d'une onde du second ordre. — Proposons- nous encore de 
trouver les conditions du troisième ordre dans une discontinuité du second. 

C'est à quoi nous pourrions arriver par des calculs analogues à ceux 
que nous venons de faire ; mais nous pourrons aussi déduire ce résultat 
du précédent : car on obtient une discontinuité du second ordre en faisant, 
dans les formules (79) et (79'), X = (les quantités analogues ji et v étant 
également nulles]. 

Les conditions du second ordre devront alors coïncider avec celles des 
n°*85, 86, 103. C'e?t en effet ce qu'il est aisé de constater : il suffit de 
remarquer que, d'après la relation (80'), kda -h Bdb -h Cdc -+- Wdt doit 
s'annuler moyennant la condition (77'). On peut donc écrire 

(90) A = |/ rt , B = j/i f C = \f r , V = \f* 
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(où, bien entendu, X n'est plus la quantité que noua avions désignée tout 
à l'heure sous ce nom et qui est ici nulle). La relation (IV) devient alors 

ce qui est bien le résultai trouvé au n° 103* 

Considérons maintenant l'expression V, qui figure dans les conditions 
du troisième ordre. D'après (87), cette expression doit être telle que 

V, -+- Ad*a + Bd*b -*- Ctf'c 4- Vrf»| = d*l 

s'annule moyennant les relations F, = et 

F, -+- f € d*a -h fid'b -f f c d*c -f- f t dH = 0. 

D'après les valeurs (90) de A, B, C, V, ceci donne 

(91) r f = ^ r t + F « ( A i rfa + B t rf6 + M* + X 'i rf/ )» 

A,, B |V C,, X', désignant de nouveaux paramètres. 

Les relations (860 •* réduisent alors toutes trois (puisque par exemple 



A = ^e«qued/-„ = Jr^)à 



</). = A, da + B, c/6 -(- C, de -+- V, <*/ 

et le» relations (85), (85') deviennent 

X, = 3>F,F, -h 3F* (A.tfa -+- B,tf6 -t- C t dc + V t dt). 
' u = nr t f,+ 3/i» A, da h- B, rfft -+- C, rfc) 

t', = y,/; + 2/; iy,' h- a (A, da + b, d* -h c, de)] -t-/;n', 



[&1«v.(>Sf +*./.)■ 



Ces équations ne donnent naturellement plus *-{, mais seulement J£. 

lequel figure dans les deux dernières et, par conséquent» peut se tirer de six 
équations diffère nies (en comptant celles qui correspondent à y et x). 

De plus, le départ entre les conditions identiques et les oonditioos de 
compatibilité est différent de ce qu'il était dans le cas précédent. La condi- 
tion 74 est, en effet, donnée, et fournit par conséquent, des conditions 
identiques, au lieu de faire partie des conditions de compatibilité. 
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§ 1. LES ÉQUATIONS INTERNES ET LA CONDITION SUPPLÉMENTÀIKE 



124. — Ou sait que les équations de l'Hydrodynamique se déduisent 
de colles de l'Hydrostatique par application du principe de d'Alembert. 
Celte déd uclion, sur laquelle nous n'avons pas à insister ici, conduit comme 
il est bien connu aux équations suivantes 



(i) 



où le» symboles «\ o ont la même signification qu'au chapitre II. Les quai)- 

s «s * 

tités u==: j7> t? = ^» M7 =^7 désignent les composantes de la vitesse, 

de sorte que ^-5-, par exemple, est égal à *- ; l'équation (18) du chapilre II 
permet encore d'écrire 

o 2 a? mi *u t tu , tu „ ! «>« 

U l ot tue cv/ oz p i\r' 

_ v J 8*1/ ôt? . dt> , ôw or _. | <>» 

* ' \ of* H tu; ôy <\z p oy* 

$** dtt? , ow »>m? j>M) r . 1 ?>« 

o*** df oo; ôy oz p <u 

Hadamakd y 
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I,a quantités, qui est la densité, «'exprime par les équations 3 et 3) 
du n° 17, soit ici 



(S) 



ox 


oa? 
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ia 


06 


lé 


la 


Tb 




*z 
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os 
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I^es équations (1 et 3 (après que Ton aura exprimé — / %P * ~ à l'aide 

des dérivées partielles de p, a\ y. z par rapport à a, 6, ci, jointes k une 
équation supplémentaire qui reste à former, sont celles qui définissent le* 
quantités inconnues x, y, ; f p, o en fonction de a, b, c, / Maison sait qu'il 
est le plus souvent avantageux de substituer à ce mode de mise en équation, 
qui est celui de I,agrange, la mise en équation d'Eu 1er dans laquelle a, 6. c 
ne figurent pas, les variables indépendantes étant x 9 y, z, t les fonctions 
inconnues p, a, et les composantes u, r, w de la vitesse. 

Dans cette manière d'opérer, les équations (1) seront remplacées par le* 
équations (2), et quant à l'équation (3 qui définit p. elle sera remplacée 
par l'équation 

(4) *? +•!<?«) + *:'? r ) + iiP-T) ^o 

x ' «>< «\r ^ *\b 

formée au n' 02. Cette dernière, qui est dite équation de continu tir. 
n'est donc autre que celle qui exprime la conservation de la masse. 

125. — Les équations 1) et [3 ', s'il s'agit de la forme de Lagrange, 
(2) et (4 s'il s'agit de la forme d'Kuler. sont en nombre insuffisant pour 
déleiniicer le* fondions inconnues, puisque celles-ci sont au nombre de 
cinq, et il est en etTet nécessaire de leur adjoindre une cinquième équation 
dite cowlilinn supplémentaire. Cette dernière condition est celle par 
laquelle intervient la nature physique du lluide, sur laquelle il n'est rien 
supposé dans la formation des équations écrites jusqu'ici. 

Pour l»*s liquides (supposés parfaitement incompressibles) cette équation 
i-t 

s = constante. 

Ku ce qui concerne les 11 u ides compressibles la formation de la condi- 
tion supplémentaire comporte plus de difficulté. (In sait que l'oa rnnridi'ii 
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alors le fluide comme ca raclé ri se, au point de vue physique, par une rela- 
tion de la forme 

(5) F (p, ?, T) = 

entre la densité o d'une portion de fluide, la pression p et la température T. 
Par exemple, pour les gaz parfaits, celle relation est 

(5') ^i = constante. 

Cette relation fournit la condition supplémentaire cherchée si Ton connaît, 
d'autre pari, la loi suivant laquelle varie la température. Lorsqu'on 
suppose celle-ci constante, ainsi qu'on l'avait fait jusqu'à Laplace, la con- 
dition supplémentaire est donnée par la loi de Mariolte 

(6) - = constante, 

Si au contraire — et les recherches sur la vitesse du son ont prouvé que 
cette hypothèse était bien plus près de la réalité que la première — on 
admet que le gaz a une conductibilité nulle, de sorte que les dégagements 
ou absorptions de chaleur produits par la contraction ou la dilatation de 
ses différentes parties servent uniquement à échauffer ou à refroidir les 
molécules même qui en sont le siège (contraction ou dilatation ad iaba tique), 
on constate que la relation (6) doit être remplacée par la suivante 

(7) -2. = constante 

p 

*k étant un coefGcient constant (le rapport des deux chaleurs spécifiques 
*> gaz). 

1%6. — On doit noter une différence essentielle qui sépare l'équation 

(T) des équations (5') et (6). La constante qui figure au second membre 

de ({>') çgi une constante absolue, connue a priori pour un gaz de nature 

donnée. C'est, à un facteur constant près, ce que l'on nomme souvent la 

densité de ce gaz, c'est-à-dire le rapport du poids d'un volume quelconque 

de fluide au même volume d'air dans les mêmes conditions de température 

e * de pression. Il en est de môme pour celle que renferme l'équation (6), 

M l'on donne la température. Au contraire, la constante qui s'introduit 

dans l'équation (7) est une constante d'intégration, qui dépend de l'état 

pnmîtif à partir duquel le fluide a varié adiabatiquemenl. Si cet état était 

"nique pour toute la masse, il en est de même pour la constante en question. 
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Mais il n'est nullement nécessaire qu'il on soil ainsi : dans le cas contraire, 
le second membre de l'équation (7), iudé|>endanl de t, ext une fonction <•> 
a, b, c. 

Vil. — Mais Tune et l'a u Ire des formules (6) et (7) présupposent U 
relation (5). Or l'existence même de celle-ci n'est pas sans soulever quel- 
que* objection* en Hydrodynamique. Kl le est, il est vrai, indubitable du 
moins dans les conditions où se place l'Ilydromécanique rationnelle) toutes 
les fois qu'il y a équilibre, el, par exemple pour les gaz parfaits, la relation 
(5) a été établie par une série d'expériences dans lesquelles on a comparé 
entre eux divers états d'équilibre d'un même gaz. Mais aucune expérience 
analogue n'u pu être instituée pour vérifier cette même relation dans de* 
gazon mouvement plus ou moins rapide. 

Il nVst donc pas établi, dans ce dernier cas, que l'équation (5'î conserve 
sa forme. M. Bjerknes (') a même étudié l'hypothèse où cette relation serait 
modifiée par des termes correspondant au mouvement, c'est-à-dire conte- 
nant les vitesses ou les accélérations. 

Un raisonnement ayant pour but d'établir, au contraire, que la relation 
(5) subsiste dans tous les cas a été présenté par M. Duheni (*) : il consiste 
à ramener ce fait à une hypothèse relative à la forme de la quantité 
nommée potentiel thermodynamique. On nomme ainsi une grandeur <fT 
permettant l'application du principe des vitesses virtuelles lorsqu'on tient 
compte des changements de température et de pression, de même que la 
fonction des forces permet d'écrire d'une manière simple ce même principe 
lorsqu'on reste dans le domaine de la Mécanique classique. 

Ce potentiel thermodynamique se compose du potentiel des forces exté- 
rieures augmente d'une partie complémentaire nommée potentiel thermo- 
dynamique interne. 

M. Du hem adm«»t que ce dernier a une expression de la forme 



/' r r> 



z<P dx dy dz 

où 't* dé|>end de la densité et de la température : que ce potentiel eut, par 
conséquent, fonction de la |>ositioii du milieu, mais non des vitesse* ou des 
accélération^ de se* jxjinU. 



;» .|.-ru A/<if/i*mu(i<\j, tumr IV, y. 121-170. 

>j (uutê dt /'Ayjiyu*- mathématique, liyditxlynamique t Elasiicitr, Acoustique, 
tom« 1 ; l'art s HerjiaoD, ltJVl. 
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On obtient les équations d'équilibre du fluide en écrivant que la varia- 
tion du potentiel thermodynamique total est nulle ou positive pour toute 
modification infiniment petite, compatible avec les liaisons. 

En prenant, pour la modification en question, successivement chacune 
de celles qui ne font varier la densité en aucun point et qui n'interrompent 
pas la continuité, on démontre l'existence d'une fonction p, continue en 
chaque point, par l'introduction de laquelle les équations classiques de 
l'Hydrostatique sont vérifiées. 

En introduisant une modification qui creuse une cavité, on obtient la 
condition p > 0. 

En considérant, enfin, une modification qui fait varier la densité, on 
arrive à la relation 

et cette relation est bien de la forme (5'). 

128. — Si maintenant, au lieu des équations de l'équilibre, on veut 
écrire celles du mouvement, le principe à appliquer, en vertu des lois gé- 
nérales do la Thermodynamique, est celui de Hamillon (le potentiel ther- 
modynamique remplaçant la fonction des forces). 

Or l'application de ce principe conduit au même résultat que celle du 
principe de d'Alemberl, savoir aux équations (1), la formule (5') subsistant 
dans le cas du mouvement comme dans celui de l'équilibre. 

129. — L'équation (5') étant ainsi admise en vertu de ce qui précède, 
l'équation (7) en résulte-t-elle forcément dans le cas de la compression ou 
de la détente adiabalique? 

Une objection toute semblable à la précédente se pose à cet égard. Les 
raisonnements qui permettent de passer de Tune de ces relations à l'autre 
reposent, en effet, sur l'étude de la chaleur spécifique des gaz, à savoir sur 
la formule 

(8) dQ = C - dv + 3E dp 

ï)V 3p r 

*!"» représente la quantité de chaleur dégagée dans une modification infi- 
niment petite, en fonction de la variation dv du volume et de la variation dp 
delà pression. Or, les valeurs des chaleurs spécifiques C et c ont été établies, 
comme celles des coefficients de dilatation, par des expériences sensible- 
ment statiques, c'est-à-dire odfes mouvements de la masse gazeuse à élu- 
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dier étaient extrêmement peu rapides, ou par de» expériences clans lesquelles 
le* vitesses de ces mouvements étaient* mal connues (expérience de 
Clément et Desormes). La même formule restera t- elle valable dans le ru 
général de Hydrodynamique? 

ta Thermodynamique permet de répondre à cette question. 11 suffit, a ret 
eHel.de partir de l'équation fondamentale qui exprime le principede l'équi- 
valence 

[9 *Z — ^ dSinV — E//Q -+- rfU 

ou dX représente le travail des forces extérieures appliquées au système. 
SmV* la force vive, îi l'équivalent mécanique de la calorie, dQ la quantité 
de chaleur dégagée, V l'énergie interne, c'est-à-dire une certaine fonction 
de l'étal interne du système. 

Les forces extérieures appliquées à une masse gazeuse seront de deti\ 
sortes : 1 J les forces appliquées aux éléments de masse, telles que pesanteur, 
électricité, etc. ; 2* les pressions extérieures, appliquées à ta surface. 

Le travail élémentaire de ces dernières sera 



(10) dt. I I /)[HOOS #|,X) -r t'Clh rt, Z) -t- M'COS m.;)] ci§, 



■JJ 



c/S étant l'élément de surface limite, n la normale à cet élément ; m, r, tt\ 
comme précédemment, les composantes de la vitesse. l-c premier mrmlm» 
de 1 équation (9) s'écrira donc en désignant |>ar d\ Q le travail de la pesan- 
teur et autres forces de la première catégorie 



\ d\» - dt ! ! /i[ucos(#i, 
.11) . J J 



(n, i -j» c cos (n - ) -r- ir cos n,z ]</> 

i) 



} 



— .; c/SwV' --= KdQ + tiV. 

Dans les conditions où l'on s'est plaré pour mesurer expérimentalement 
le» i lialeurs sptciliqiM s dis ^i\/ t le travail d\ 9 est négligeable. Il en e%t 
de même de la fon-e vive, les vitesse* (tant insensibles. Comme l'intégrale 
double (10) repu' sente, pour ;> constant, la quantité /></*\\ où ff*Y' e»t U 
v.uîation de volume, la formate précédente s'écrit 

12) d{J * : -ptï .- ( /|). 
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Il est clair que c'est cette formule qui fait connaître la chaleur dégagée 
dans un changement de volume ou de pression quelconque et que, par 
conséquent, son second memhre coïncide avec la quantité (8). 

Plaçons-nous maintenant dans le cas général et partons des équations (1) 
du mouvement. Multiplions respectivement ces équations par udt, vdl, wdt 
et ajoutons : multiplions encore par p dx dy dz et intégrons dans le volume 
occupé par notre fluide. Au premier membre, nous obtiendrons le travail d% Q . 

Quant à la quantité 

dt I j I ç^u^ + v^ + w^yxdydz, 

n . / ,j , ,. 2 X <>U 0*1/ OV 2 Z ÙW\ , ,.„, 

elle est (en verlu des relations -v^ = -ci «rrj = s-» ■*■-• =tt la diffe- 
x or ot ot 2 ot or ^t j 

ren d'elle de la demi-force vive. Le dernier terme obtenu au second mem- 
bre peut s'écrire 

\ C C 

— j / / pÏ. ucos ( n » x ) ■+■ v cos ( n > v) ■+" w cos ( n > z )~\ ds 

pt + ^ + w)^' 1 ''. 

en vertu du théorème de Green. La formule (11) devient donc finalement 

EdQ + «J = diffj ,(S + 5 + ^)*. rf , rf ,. 
La quantité 

représente, comme on sait, le changement de volume d^]ff subi pendant 
l'instant dt par l'élément de masse odx dy.dz. Donc la quantité de chaleur 
dégagée par cet élément sera 

dQ = g (pd°0 - rfU), 

dU étant l'énergie interne de cet élément. 



■s s s- 
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Nous retombons donc, m^mcdant le ras du mouvement, sur la formule 
;12). Celle-ci est bien, dès lors, indépendante des vitesses imprimées au 
fluide, ainsi que nous l'avions annoncé. 

1*10. — On doit toutefois remarquer que notre raisonnement exclut la 
possibilité de variations brusques dans la vitesse, autrement dît de percus- 
sions s'exercant dans l'intérieur de la masse. Celle supposition est en eftVt 
nécessaire pour écrire la relation 



d\*mX*= dt 



llj p (" *** + p 2 ^ w S) dvdydz 



qui exprime la variation de la demi-force vive. 

I*a relation en question est manifestement analogue au théorème «1rs 
des forces vives et Ton sait que, dm* la théorie des percussions, on e*t 
amené à remplacer le théorème des forces vives par une telalîon de forme 
différente, le théorème de Carnol. 

Il est clair, d'ailleurs, que toutes les considérations précédentes sont rela- 
tives au cas où de telles percussions n'existent point. En particulier, lors- 
qu'elles s*» produisent, il nV>l plus vrai, ainn que nous aurons l'occasion 
de le remarquer plus loin, que la pression reste continue. 

|!!|. — Lorsque le fluide considéré ne sera ni un liquide incompres- 
sible ni un ^a/. parfait, la relation (5 continuera néanmoins à exister si 
l'on adopte l'hypothèse de .M. Duheui ; mais elle aura une forme différente 
de (5 >. KHe a hèvera de déterminer les équation* internes du mouvement 
si I ou m* donne en ouïe a priori, comme on doit toujours le faire, la ma- 
nière dont vaii" la te n;»éralure. Dans le cas où M'Ile-ci rcslerj constante, 
la relation (5 prend évidemment la forme 

(13j F <:,/>)-=(>. 

Il en sera de même, ainsi qu'il résulterait de raison nemenls tout m»iu- 
lilahh** .ni < pr. 'dents, pour le i .is de la détint * ou coin pression adiabj- 
li'jue, m la vit»»e rente continue 

Non?» n'avons rien a dire de général >ur la forme analytique des rvlalion* 
ainsi »»!»ti-mirv Mais ri le* »n'i*foiit luitr* à une condition d'inégalité 
r .mmuiH' : An /nvuc/i c»/ u-ir /"tu-tv n r. ni wi/i/«» (le la deniitê. Autrr- 
iiMht dit. m .tu^miMitaut Ii prr«*iuii subie par le tluide, on diminue son 
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volume. Celte condition exprime la stabilité de l'équilibre interne du 
milieu ('). 



§ 2. — INTERVENTION DES CONDITIONS AUX LIMITES 



132. — Le mouvement d'un fluide quelconque est déterminé, d'une 
part par les équations internes telles que nous les avons écrites dans ce qui 
précède, d'autre part par les conditions initiales, enfin par les conditions 
aux limites. 

Les conditions initiales consisteront à se donner, à un instant t à partir 
duquel on étudie le mouvement, les positions des différentes particules et 
leurs vitesses. 

Les conditions aux limites seront de deux sortes. Le fluide sera, sur tout 
ou partie de sa surface, en contact avec des parois solides dont nous suppo- 
serons le mouvement donné. Nous aurons donc à écrire qu'à chaque- 
instant une partie de cette surface (laquelle* est, ainsi qu'il a été dit au 
n° 48, constamment formée par les mômes molécules) coïncidera avec la 
paroi. 

S'il existe une surface libre, nous supposerons donnée sur cette surface 
la valeur de la pression, c'est-à-dire de la quantité p qui figure dans les 
équations du mouvement. 

133. — Lorsqu'on écrit, en Mécanique rationnelle, les équations diffé- 
rentielles du mouvement d'un système assujetti à des liaisons données 
quelconques, ces équations permettent en premier lieu de calculer les 
accélérations des différents points à un instant quelconque, lorsqu'on se 
donne à cet instant les positions de ces points et leurs vitesses à la seule 
condition, 1° que la position donnée du système satisfasse aux liaisons; 
2° que les vitesses données des différents points soient de celles que ces 
points puissent recevoir, à l'instant en question, dans un mouvement 
compatible avec ces liaisons. 

Occupons-nous donc de résoudre cette question dans le cas actuel, autre- 
ment dit de calculer les accélérations des différents points à l'instant / , 
connaissant à cet instant 1° les forces qui sollicitent le fluide, 2° les positions 



i, Duhem, loc. cit., p. 80 83.— Voir plus loin, ch. VI, n° 272. 
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des pointa el leurs vitesses, 3° le mouvement de la paroi et la près- ion à la 
surface libre ainsi que ses dérivées par rapport au temps. 

La question se présente de façon très différente, suivant qu'il s'agit d'un 
liquide ou d'un *mz. 

I 4 Cas des liquides. — Kmplovons le système de variables indépendante* 
indiqué au n" ©i Wi (ch. Il) et composé, outre le temps I, de eoordj:îi.*V* 
initiales coïncidant avec les coordonnées actuelles à l'instant considéré. 

Le fluide étant supposé incompressible, la relation (18) se réduit à 

p = constante 

et ne fait pas connaître la valeur de p. (Juant à la relation (4 . elle m» 
réduit à 

(14) - -h h z- 0. 

' Ar ty c>z 

Les autres équations du mouvement, savoir les équations 1». fout 
font connaître les sommes 

lu 1 *p or t *p lw 1 àp 

lt "*" ? .v • o/ "+~ p *>y • 1T "*" p À* # 

Si l'on différencie la première de ces équations par rapport à .r, la 
seconde |>ar rapport à jy, la troisième par rapport à ;, qu'on ajoute membre 
à membre, on aura un résultat de la forme 

p r i\c x o/ / oy \ *l I .>J \ o/ / 

F élan! une fonction connue de x. //, z à l'intérieur du volume liquide. 
Main l'équation 14 a lieu à tout instant x % i/ t z étant les coordonna 

actuelles à cet instant). On |»eul donc lui faire subir la différen lia lion ^ et 
tvrire 



(16 *' u ~ *'?• -r *'" -. - ( ,NM W * (") + * (* w ) =0. 
v * ,\ivf *y*t tstf «\r \o|/ .>y \.>/ ' *s y *l ! 

on or ow . . , ,. , lu 5c *ir.. . 

llemi>l.i<;ons • • t par leurs valeurs en fonction de ■%■•%• *, tirw% 

■ i'i 0( .'f Cl M e *l 

i £li\ / If O j **w \ 

de* relatif m* <2> : nous aurons aiiiti la valeur de ^ ( * ) -r ^ (,*/)"* x.l ? t ) 
.• /v/ , •• /''U\ s ,ltr\ o ; .1/ o#l .'M» 

> .m- ' '*/ ' .m ' './ ' o; y %t ' .\r \ .w 07 *^ 

(16i * , 

I il \ r -t- il ) -f- (i/ -*- r - -r M* | 
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et, en la reportant dans (15), il viendra 
(17) Ap=F 2 , 

k\ étant également connu en chaque point. 

134. — D'autre part, les coordonnées des molécules qui sont en contact 
avec la paroi ne doivent pas cesser de vérifier l'équation de la surface de 
cette dernière. Cette équation 

dépendra ou non du temps, mais nous la supposerons connue à tout ins- 
tant. Si nous la différencions deux fois par rapport à t, il viendra 

t\r o/ 2 ty ol* oz or \&r ^ <>;/ oj iu of Hf ' 
Dans cctle relation, tout est connu sauf <-^> <!i , '^n' ^ es quanlilés 

_Z_, !/ , \L étant proportionnelles aux cosinus directeurs a, 8, v de la nor- 

evr «>y i* r ■ ' r ' * 

maie n à la paroi, on obtient ainsi la composante normale /„ de l'accéléra- 
tion en chaque point de celle-ci. 

Si, eafin, on remplace ^~» v~j» <-£ par leurs valeurs tirées des équations 

(1), on voit que V équation précédente (ait connaître, en chaque point de 

la paroi, la valeur de la dérivée normale -.- • 

Si le contact avec la paroi a lieu tout le long de la surface limite du 
fluide, la recherche de la quantité^ en fonction de #, ?/, z est, par consé- 
quent, ramenée au problème qui a fait l'objet du chapitre 1. Le problème, 
comme on Ta vu, suppose une condition de possibilité, savoir 

I c ^dS= I I F t dxdydz. 

Il est aisé d'interpréter cette condition. Elle s'obtient, en effet, en inté- 
grant, dans tout le volume occupa par le fluide, l'équation (16') ou, ce qui 
revient au même, l'équation (16), qui lui est équivalente moyennant les 
relations (2). Or cette dernière, dérivée par rapport au temps de (14), 
exprime que la dérivée seconde par rapport à t du volume élémentaire occupé 
par une portion inGniment petite de fluide est nulle. Après intégration, elle 



140 CHAPITRE 111 

exprimera que le volume lolul limité par la paroi donnée a sa dérivée 
seconde nulle : condition dont la nécessité était évidente a priori ('). 

Cette condition étant supposée remplir, les considérations développée* 
au chapitre 1 démontrent la possibilité du problème pour toutes les» lormc* 
de récipient auxquelles la méthode de Neumann est applicable. Nous savons 
d'ailleurs que la solution est unique, à une constante arbitraire pré* qui 
peut être ajoutée à la valeur de p et qui n'a pas d'influence sur les valeurs 
des accélérations cherchées. 

Ces accélérations sont donc déterminées. 

IÎKS. On obtiendra de même les accélérations d'ordre supérieur (|n>ur\u 
que les expressions des forcis X, Y, Z soient données à tout instant) : il 
suffira de ditTérentier par rapport au temps les équations (1), (16 ). (18) 
et de déterminer, à l'aide des équations ainsi différentiels, les dérivée* 
successives de la pression, comme nous avons déterminé celle-ci par les 
équations primitives. 

lîMI. — Toutefois, le raisonnement précédent semble suppo>er que le* 
accélérations cherchées sont distribuées d'une manière continue. Ou peut 
se demander (et les chapitres qui vont suivre montreront qu'un pareil 
doute est justifié) si l'on n'arriverait pas à une conclusion différente en 
abandonnant celte hypothèse. 

H es* aisé de constater qu'il n'en est rien. Si, en effet, nous supposon* 
les vitesses continues |>ar rapport au temps, la pression p devra être con- 
tinue. D'autre part, il en sera de même de la composante normale de l'accé- 
lération. Supposons, en effet, qu'une discontinuité se produise suivant une 
certaine surface. Ou bien cette discontinuité sera stationnaire, et, dans ce 
cas les vitesses étant supposées continues, le fait en question résultera du 
n 1) I ; ou bien elle se p m paiera ( 2 , et alors, sinon à l'instant <ohmi1» rv 
lui même, du m iu^ aux infants infiniment voisins, il y aura <oui|»*ti» 
bilité. S'il en est ainsi, la densité ne vaiiant pas, la composante normale de 
la di*< onlinuité sera nulle, et, par conséquent, la composante normale de 
l'accélération continue. 

Or, dans la valeur précédemment trouvée de l'accélération, les seuls 
éléments inconnus sont les dérivées de la pression. Si donc la composante 



•i 11 «m: *■*•'• •!•' f-ir <{ii'*, «ou» l'uiif ou l'autre n<* **»« f <rtnet, !a condition «i<> 
|>n««ib.!it*' fj;l conna'.!!*». • ti fond. on d«** {•oiitiott» ♦•! Jci \ it- »*••», luit, ^rrjje f l'j m éS 
< tendu* a la «urfac* d«* la \ aroi. 
( : Ku r# alilc. dan» le cas dit li*(uid<rt, au ou no discontinuité o<* |>rut a* propager. 
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I HO. 2° Cas des gai. — Si maintenant nous passons au cas des fluide* 
compressibles, la relation (13) sera résolue |>ar rapport à />. tàmim*» U 
valeur de la densité en chaque point est une des données du problème, 
puisqu'on connaît les positions des diverses molécules à l'instant donné en 
fonction de leurs positions initiales, on voit que, contrairement h n* qui **» 
passait dans le cas précédent, p est directement connu en tous les point*. 

Des lors, les équations du mouvement font connaître toutes les accélérations. 

Mais aux points situés sur la >urface limite, ces accélérations doivent 
vérifier la condition (18:. Il faudrait donc que la valeur (donnée eu loti* 

les points) de / fût précisément celle qui vérifie cotte relation, les compo- 
santes de l'accélération étant calculées comme il vient d'être expliqué. 

Or il n'y a aucune espace de raison pour qu'il en soit ainsi. I*ors même 
que cette concordance se serait présentée dans les instants qui précédent 
celui que nous considérons, elle pourrait disparaître dans les instants 
suivants par un changement ap|K>rté à l'accélération normale de la paroi. 

// »/ a donc rontradirtion. 

110. — Cette contradiction se retrouve d'ailleurs dans le calcul de* 
accélérations d'ordre supérieur. Il est clair qu'en dilTérentiant les équation* 
(1) par rapport au temps, comme il a été indiqué pour les liquides, en 
connaîtra les accélérations en question en tout point du fluide et qu'il sem- 
blera « priori n'y avoir aucune raison pour qu'à la surface ces accéléra- 
tions coïncident avec celles de la paroi. 

Nous pourrions d'ailleurs aller encore plus loin si nous raisonnions par 
analogie ave<- ce qui se |>assc dans la Mécanique classique. Dans les pro- 
blèmes que pose «elle ci, du moment qu'on p'»ut, à tout instant, calculer 
les accélérations eu fonction de la position et des vitesses du système, il en 
résulte que le mou veinent de celui-ci entièrement déterminé dès qu'on 
donne celte position et «es vitesses à un instant donné. Or nous venons de 
voir qu'on |»ciit i<i, >aus tenir comp!e du mouvement île la paroi, calculer 
les arréléralioiis de toutes les molécules en foin lion de leurs positions et de 
leurs vilc^es. Donc tout le mouvement ultérieur devrait être également 
déterminé indépendamment du mouvement de la paroi. 

Mus généralement, le mouvement d'une |»ortion quelconque du fluide 
serait d< terminé sans .ju'on ait a tenir compte du mouvement des ré- ion» 
voi«ân< •> »e qui est évidemment absurde. 

Non* allonv dans les chapitres qui vont suivre, apprendre à lever tvtle 
con(radi< tioit ap|»areu«e. 
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§ 1. — CAS DE LA VITESSE DE PROPAGATION CONSTANTE 

141. — Pour élucider la difficulté qui a fait l'objet du chapitre précé- 
dent, nous allons d'abord nous placer dans un cas particulièrement simple 
et où les équations du problème peuvent élre intégrées : celui du mouve- 
ment rectiligne ou mouvement par tranches. 

C'est l'étude de ce mouvement qui fait l'objet de l'important Mémoire 
de Riemann (') auquel nous avons fait allusion au n° 00. C'est à elle éga- 
lement que sont consacrés deux des Mémoires publiés en 1887 par Hugo- 
nîot (*), lequel retrouva sans les connaître, une grande parlie des résultats 
de Riemann. 

On suppose que le récipient dans lequel est renfermé le gaz a la forme 
d'un cylindre droit dont la surface latérale est fixe, les bases seules étant 
formées par des pistons mobiles. De plus, à un instant quelconque il est 
supposé que, dans toute section parallèle aux bases, la densité est à un ins- 
tant quelconque, constante, ainsi que la vitesse, laquelle est parallèle aux 
génératrices. Dans ces conditions, l'état d'un point quelconque du milieu 
«t sa vitesse ne dépendront que de l'abscisse de ce point, comptée 
parallèlement aux génératrices. Le problème se réduira à exprimer, en 
fonction de l'abscisse primitive a et du temps t, l'abscisse actuelle x, 



(') ÎJbtrdie Fortpflansung ebener Luftxvellen von endlicher Schwingungstveite 
^moires de l'Ac. des Se. de Gôttingue, tome VIII; 1860). La traduction française, 

ne à If. stouff, occupe les pages 177-203 de l'édition des Œuvres de Riemann tra- 
ite* pap M u L^gei (Paris, Gauthier- Villara, 1898). 

W Journal de VEoole Polytechnique, tome XXX1I1 ; 1887. 



(44 CHAPITRE IV 

ainsi que la densité ? et la pression />. Au lieu de ?, il nous sera commode 

ici d'introduire la quantité inverse '* = wou dilatation, laquelle aura pour 
expression 

tu est partout inversement proportionnel à ?, si la densité ? f de l'élat 
initial est constante. Nous supposerons toujours, sauf indication contraire» 
l'état initial choisi de façon qu'il en soit ainsi. 

D'après les conclusions auxquelles nous sommes parvenus au cliapiliv 
précédent, la pression sera une fonction de u» : Si on adopte la loi de 
Mariotte, c'est-à-dire si on suppose la température constante, on aura 

(2, p^K ? =l (* = Kp.; 

si au contraire, comme il y a lieu de le faire, on choisit la loi adiabatique 
de Poisson, on écrira 

(2') p=.K ? - = *«— (* = K ? ,-) Kcf-fJP 

dans laquelle, comme nous l'avons vu (n° 1241), k est une fonction de 
l'abscisse initiale a t mais se réduit h une constante si, à un instant quel- 
conque du mouvement, le fluide a été à une pression et à une température 
uniformes dans toute la masse. 

On remarquera que la formule (2) peut-être considérée comme un cas 
particulier de (2 : elle se déduit de celle-ci en faisant m -■ 1. 

Nous n'allons pus quant à présent, préciser la forme de la relation qui 
existe entre la pression et la densité, et nous l'écrirons sous la forme p'*né- 
rnle du (*\ u lill >, soit ici 

(8; p== ? (u>) 

où la (onction o (<•>, peut dépendre de a. 

l-VZ. — Toutefois, nous devons nous rappeler que la fonction ç ne= 
peut pas, même à priori, être absolument quelronque. Nous savons, trz- 
elîet (n* I Zll •• qu'en augmentant la pression, la densité doit augmente— 
et le voii.iiie spécifique diminuer : on doit donc avoir, en tout cas, 

(A) - l ;<o. 

' du» 
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143» — Nous prendrons les variables de La g range, soit ici a et/. Il sera 
d'ailleurs inutile, celte fois, d'employer la notation o pour désigner les 
dérivées prises dans cette hypothèse, aucune confusion n'étant à craindre. 

Les équations (1) du chapitre précédent (n° 124) se réduiront à la pre- 
mière d'entre elles : dans celle-ci, la quantité — devra être remplacée par 





Ô/} 




ba \ bp 

t\r to ùa' 




bâ 


L'équation devient alors 




(5) 


1 bp -- b 2 X 

p ba bt* 



Dans le cas général, p pourra être une fonction de u> = -— et de a. Si, 

par exemple, la loi de détente est celle de Poisson, la quantité k qui figure 
dans la formule (2') pourra être une fonction de a. L'équation (5) s'écrira 
alors 



à*x 



' 6) P - Ida (a) - mk ( Si) S? J = X " 

Nous nous attacherons toutefois principalement au cas où la relation (8) 
est la même pour toutes les valeurs de a et où, en même temps, il n'y a 
pas de forces extérieures agissantes, de sorte que X est nul dans l'équa- 
tion (5). Posant alors 

(7) -f? f (•) = + (•), 

cette équation deviendra 

' ô( J Y ^ ' là? i \ba) ou* 

^[uation aux dérivées partielles du deuxième ordre qui détermine l'in- 
c onauei comme fonction des variables indépendantes a, t. 

'44. — Nous allons, pour commencer, simplifler encore la question 
en remplaçant la fonction (positive d'après l'inégalité (4)) ^fw), par une cons- 
tante 0i # çy^ ^ ( j UO - |» on ^ conduit lorsqu'on étudie les petits tnr/uve- 
7ri% ^itt du fluide. Si, en effet, on suppose infiniment petits les écarts des 
*** lécules par rapport à leurs positions initiales et leurs vitesses, ^ (u) ) 
i *fcrera très peu de la valeur ^ (1) qu'il prend dans l'état initial. 

Habama» 10 
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L'hypothèse ^ (w) — 0* = constante s'appliquerait d'ail le un aux mou- 
vements d'amplitude finie si l'on prenait pour la fonction o l'expmaioo 

(3') © (*) = c — ? e* w 

C étant une constante. 

Mais il est clair qu'une telle expression pour la pression ne serait pas 
admissible, du moins pour un gaz, puisqu'elle deviendrait négative pour** 
suffisamment grand. 

Une loi de cette espèce pourrait tout au plus convenir théoriquement à 
un liquide légèrement compressible. Dans un tel fluide, en effet,/» varie- 
rait entre des limites très étendues pour de très faibles variations de <■» et 
s'annulerait pour une certaine valeur finie de cette quantité. Mais dans la 
réalité, bien entendu, le phénomène serait limité, pour une certaine valeur 
positive et non nulle de p, par la vaporisation du liquide. 

1*15.— Moyennant la simplification précédente, l'équation (8j s'écrit 

/>*r .xt r /* . * t i • , ' ' 

Cette équation e>t celle des cordes vibrantes ; son intégrale générale est 
bien connue : elle s'écrit 

(9) *-!,[/, («-<•') -/*,(«-•"]• 

Toute la question se réduit donc à choisir les fonctions /i et f t de manière 
à satisfaire : 1* aux conditions initiales; 2* aux conditions aux limites 

Prenons pour origine des coordonnées l'une des extrémités du tuyau ; et 
soit / la longueur de celui-ci. a variera donc entre et /. 

Volt t - O nous su j>| osons données les valeurs de .r et celles de \- , soit 

**• e M T7 ) * un ai,ra c ' onc P° ur ^ < a < ' 

A» + /;(«) -2x 

I UAf«)-A(«)l = - > (*^) / 

La stvonde de ces deux équations s'intègre immédiatement et donne 

, * 1 ; e |/i («) — A(«)l - F(«) — F (<*) -r- constante, 

F (a) étant la primitive de 2 l^\ . Quant à la constante, on peut la sup- 



(10) S 
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poser nulle : car la valeur (9) de x ne change pas si on ajoute une cons- 
tante à la fonction f lt en retranchant cette même constante de la fonc- 
tion f % . Or cette opération ajoute au premier membre de l'équation (10) 
une constante arbitraire. 

Les équations (10), (11) nous font connaître les fonctions f l et f % pour 
toutes les valeurs de l'argument comprises entre et /. 

146» — Faisons maintenant intervenir les conditions aux limites. Nous 
supposons connues à chaque instant les positions des pistons qui ferment 
le tuyau à ses deux extrémités. Nous aurons donc pour chaque valeur 
positive 'de t les valeurs de x correspondant àa = 0etàa = J. 
Il est aisé (*) de montrer directement que ces conditions achèvent de déter- 
miner les fonctions inconnues. Il nous sera commode, ici, d'employer une 
représentation géométrique. 

Nous considérerons a t tetx comme des coordonnées dans l'espace, le 
plan des a t étant pris comme plan horizontal de projection. La solution 
cherchée sera alors représentée par une portion de surface, a étant par défi- 
nition compris entre et /, et t positif, celle portion de surface sera forcé- 
ment limitée h trois plans : l'un T, qui est le plan des a x, le second qui 
est le plan des te, le troisième L qui est le plan a = /. 

Dans la 6gure 10, nous employons comme plans de projection, outre le 
plan horizontal, les plans auxiliaires T, 0, L. 

On peut poser 

Xi -+- x t 

où x, représente la fonction /*, (a -+- 0/) et x it la fonction f t (a — 8/). Les 
équations 

*i = A (<* -+- e 0> 
*> = M« - e 

représenteront deux cylindres K t et K s , dont l'un aura ses génératrices 
parallèles à la droite d t représentée par les équations 

(12) w = , a-+-e* = /; 

l'autre à la droite d % représentée par les équations 

(12') # = , a — 6* = 0; 

(«) Voir, par exemple, Jordan, Cours d'Analyse, tome III. 
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et la valeur cherchée de x sera la moyenne entre les ordonnées de ces c 
cylindres. 

D'après les équations (10) et (11), nous connaissons les courbes 7 
,/ty. 10), suivant lesquelles nos deux cylindres coupent le plan T. 

Nous connaîtrons donc une portion du cylindre K,. celle qui est proj 
horizontalement suivant le triangle formé par Taxe des a, celui de* r < 
droite d r De même nous connaîtrons une portion du cylindre K s proj 
suivant le triangle limité par Taxe des /, la trace de L et la droite et 

o 




nous appelons I, et l\ hVsections de nos cylindre* par le plan O; r , ei 
les section* de nos cxliudres par le plan L, nous aurons ainsi iramt 
te ment une portion A» B, de la courbe I\ et une portion A',B', d 
courbe T f . 



I -17. — Cela posé, l'effet des conditions aux limites est de nous faire 
naître les section* a ?. a {i (fig. 10) de la surface cherchée par le» plai 
et L. Nous pourrons donc de Tare A, II,, une fois obtenu, déduire I 
correspondant A a H i de \\ pendant que la môme construction nous dont 
lare A', li', de r, qui correspond a A' f \\\. 

Nous aurons ainsi deux nouvelles nappes de nos cylindres. Du pran 
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I 19. — Lorsque cette* égalité n'a pas lieu, la courbure du cylindre K s 
étant discontinue tout le long de la génératrice projetée suivant d |t il en 

( ^3w o'j? tV^I? 

est de même des dérivée!» -■ ' , - --, ---,- . 
•VI 1 »wf *l : 

Si, par conspuent, nous considérons une valeur de / positive, mais 

petite, ce qui revient à couper la figure par un plan parallèle à celui desax, 

nous voyons que la dérivée --', de la dilatation, continue en général du 

moins pour le» |>oints voisins de l'extrémité du cylindre), éprouvera une 
discontinuité au point dont la projection est sur la droite d r A mesure 
que t augmentera, les particules entre lesquelles se produira cette discon- 
tinuité iront en n'éloignant de l'extrémité. 

De même, si nous considérons une molécule déterminée, voisine de l'ex- 
trémité, ce qui revient à couper la ligure par un plan perpendiculaire a 
Taxe des a, nous constaterons que l'accélération de cette molécule éprou- 
vera une discontinuité à un instant très voisin de l'instant initial si la mo- 
lécule eu question est très près de l'extrémité, la valeur / qui correspond 
à la discontinuité allant en augmentant à mesure que Ton considère des 
points plus éloignés du piston. 

En un mot, nous reconnaissons là une onde du second ordre telle que 
nous l'avons étudiée au chapitre 11. Cette onde se propage dans le sens 
positif avec une vitesse qui (rapportée à l'état initial tel que nous l'avons 
choisi), n'est autre que 6, puisque l'équation de la droite rf, wt a — a/. 

(■race à la présence de cette discontinuité, la contradiction relevée au 
chapitre précédent disparait. Pour Of — a très petit et négatif, les deux 

quantités *-' 7 et ')' ' ■ ont une même valeur, celle qui est déduite de l'état 

initial à l'extrémité a _ 0. Si 0/ — a est très petit et positif, elles ont en- 
core une même valeur, l'accélération initiale du piston. 

I rWI. - Si un phénomène analogue m» [tassait à l'extrémité oppost> du 
cylindre, il donnerait lieu «i une discontinuité alTcctant évidemment le 
cylindre K, et non plu* le cylindre K ,. Olle-ci se produirait en tous le» 
points de la génératrice projetée suivant d t . Kilt» se pnqiagerait donc 
encore avec la vitesse f », mais dans le sens négatif celle fois. 

151. — Ku particulier, ceci aura lieu (sauf dans des cas exceptionnels . 
lorsque l'onde née, eu l'instant initial, à l'extrémité a II, et dont la pro- 
pagation e»t reprévnlé*' jmt la droite d :% atteindra l'extrémité a - t. I* 
cylindre K, ayant, en effet, sa < oui hure discontinue Miivant la génératrice 
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correspondant à cette onde, il en sera de même de la courbe r' s . Si la cour- 
bure de la ligne a'p'-f' ... n'offre pas, précédemment au même point, une 
variation de grandeur convenable, la ligne I\ et par conséquent, le cylindre 
K ft auront leurs courbures discontinues. 

En un mot, Tonde primitive née à Pexirémilé a = 0, et qui se propa- 
geait avec la vitesse 8, se réfléchira sur le piston a = l, c'est-à-dire qu'elle 
engendrera, lors de sa rencontre avec celui-ci, une onde analogue se propa- 
géant avec la vitesse — 8. 

152. — Si les deux quantités -7 et 8 2 -^ sont égales entre elles pour 

l'extrémité à l'origine des temps, la courbure du cylindre K 2 sera con- 
lir* mie. Mais la singularité étudiée au cbapitre précédent pourra se produire 
pur les dérivées du troisième ordre de x. L'équation (8') donne, effecti- 
vement, 

(13) 0*-^ = ^ 

égalité dont le premier membre nous est fourni par l'état initial du gaz, et 
le second par le mouvement du piston. Lorsque celte égalité n'aura point 
lieu, il se produira une discontinuité du troisième ordre qui affectera suc- 
cessivement les différents points de la figure 10 projetés suivant d i et qui, 
P^f conséquent, se propagera encore avec la vitesse 8. 

€*onime précédemment, de telles discontinuités du troisième ordre pour- 
ront être de deux espèces, se propageant avec la même vitesse 8, mais dans 
de ^ sens différents ; les unes naîtront à l'extrémité a = du tuyau, les 
au Ure 8 à l'extrémité a = l. 

S* l'équation (13) était, à son tour, vérifiée, il pourrait cependant nattre 
u ° e discontinuité du quatrième ordre; et ainsi de suite. 

*- ^53* — On voit même clairement ici comment pourrait se produire une 

^^Ootinuité d'ordre infini. C'est ce qui arriverait si, la première nappe du 

^ r * 1 OJre K, (celle qui est fournie par l'état initial) étant analytique, la 

^^nde nappe n'était point le prolongement analytique de la première, 

^***^ avait avec elle un contact d'ordre infini. 

* S4. — On pourrait enfin se placer au point de vue adopté au n° 1 40, en 
. **^ïdérant successivement deux mouvements M lv M, qui coïncident 
* H <lu'à l'instant initial, mais pour lesquels les mouvements du piston 

^= soient différents à partir de cet instant. Le cylindre K, serait alors 



152 CHAPITRE IV 

modifié à partir de la génératrice projetée suivante/,, ligne qui marquerait 
la loi suivant laquelle se propagerait la modification. 

Lors même que le mouvement du piston a = / resterait inaltéré, le 
cylindre K t changerait (par suite du changement de la courbe l' t ) à partir 
du moment où celte propagation atteindrait l'extrémité du tube : là encore, 
il y aurait réflexion, 

ISS5. — Revenons au cas d'une discontinuité née a l'instant initial et à 
l'extrémité a = 0. 

En un point projeté sur d v mais dans une région où la courber* du 
cylindre K t est continue ainsi que ses dérivées, il y aura compatibilité : la 
discontinuité restera unique non seulement à l'instant qui correspond à ce 
point, mais aux instants précédents et suivants. 

11 en sera de même pour un point projeté sur d x seul, si du moins, à 
l'origine des temps, une discontinuité s'est produite pour ri — /. 

Considérons, au contraire le point de rencontre des droites </,. d t . (> 
point correspond à une valeur f, de / pour laquelle existe une disconti- 
nuité unique. Seulement cette discontinuité afTecte à la fois les deux 
cylindres Ki et K v II n'y a point cotnpatibilitr : toute valeur de t diffé- 
rente de f , correspondra à une perpendiculaire à l'axe des / qui coupera d x 
et d t en deux points distincts. On voit bien ici, conformément à nos consi- 
dérations générales du n" 105, qu'une discontinuité sans compatibilité 
n'est autre chose que la superposition, à un instant i«olé, de deux discon- 
tinuités qui se rencontrent. 

Dans le problême actuel, la condition de compatibilité se présente sous 
une forme particulière et très simple : elle est évidemment qu'une seule 
den deux fonctions /i et /,, ait ses dérivées discontinues. Par exemple, ni %, 
est po>itif, il faudra que la dérivée seconde de la fonction f % n'éprouve 
aucune variation. Or, on a 

(14) \Z] (Al + [A'I 

En éliminant [/"/) qui, lui, est en général différent de xéro, il vient 
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On aurait une troisième condition analogue à (14), (14*) en envisageant 
l'accélération. Mais, dans le problème actuel, celle-ci n'est pas une quantité 
distincte : elle doit être considérée comme déterminée par l'équation (8), à 
laide des autres dérivées du second ordre. La condition que Ton obtient en 
l'introduisant n'est évidemment autre que (14). 

Si la discontinuité était d'ordre quelconque r?, on n'aurait de môme à 
considérer que les dérivées d'indice zéro ou un, toutes les autres se calcu- 
lant en fonction des premières par le moyen de l'équation aux dérivées 
partielles. La condition de compatibilité correspondante sera donc 

150. — Mais on n'aura pas seulement une seule condition de cette 
espèce, celle qui correspond à Tordre même de la discontinuité. Quel que 
soit cet ordre w , on devra en outre écrire toutes les conditions (16), en 
nombre infini, correspondant aux différentes valeurs de n supérieures à w , 
et qui seront les conditions de compatibilité d'ordre supérieur, dont nous 
avons obtenu la partie cinématique aux n" 1 10-12!!. 

Far exemple, pour une discontinuité du second ordre se propageant 
dans le sens positif, on devra avoir les conditions (15) mais aussi les con- 
ditions qui expriment que la fonctionna sa dérivée troisième, quatrième, etc., 
continues. • 

Si, à un instant quelconque t iy ces conditions n'étaient pas vérifiées, la dis- 
continuité du second ordre marchant dans le sens positif se doublerait d'une 
discontinuité du troisième, du quatrième, .... ordre qui se séparerait de la 
première aux instants voisins de t t et se propagerait dans le sens négatif. 

Ici, comme on le voit, ces conditions de compatibilité des différents 
ordres sont indépendantes les unes des autres. 

1 57. — La considération des deux fonctions f x et / 2 permettra d'expri- 
mer la compatibilité, dans le problème actuel, même pour une disconti- 
nuité d'ordre infini (n° 70). 

Supposons en effet, que, dans une partie du tube, ce et — soient, à 

l'instant initial, des fonctions analytiques de a pour a < a, ; et que, 
pour a > a,, ces mêmes fonctions cessent d'être le prolongement analy- 
tique des premières, leurs dérivées de tous ordres par rapport à a étant 
cependant continues pour a = a r La condition pour que, dans celle dis- 
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continuité d'ordre infini, il y ait compatibilité avec propagation dans le 
sens positif est que la fonction /j soit analytique et régulière. Or, cette 
fonction peut se calculer à l'aide des données précédentes par l'intermé- 
diaire des équations (10) et (11). 

Si, en même temps que le mouvement M,, on en considérait un autre M, 
qui, à l'instant initial, coïnciderait avec M, dans une région R du tube et 
en serait distinct dans une autre région R' contigue à la première, les deux 
mouvements M, et M t seraient identiques, à un instant quelconque /, dans 
une certaine région R, et distincts dans une autre région R',. l-e point de 
séparation de ces deux régions irait en se déplaçant, avec la vitesse 0, en 
général vers la région R. On peut dire encore qu'il y aurait compatibilité 
si, au contraire, le déplacement de ce point avait lieu vers la région R . Il 
faudrait pour cela que Tune des deux fonctions f x et /"„ calculées comme 
nous venons de le dire, fût la même pour M, et pour M t . 

I&8. — L'étude de la propagation des discontinuités, telle que nous 
venons de la rencontrer, est en rapport direct avec la théorie des caracté- 
ristiques des équations aux dérivées partielles du second ordre, dont nous 
allons rappeler sommairement les principes, en renvoyant pour les détails 
aux traités bien connus de M. Darboux et de M. Goursat (' . Nous retrou- 
verons d'ailleurs cette théorie sous une forme plus générale dans les cha- 
pitres suivants (chap. VII). 

Soit l'équation de Monye- Ampère, cV>t-à-diro l'équation 

(17) A (ri — **) -h Br h- 2C* 4- B / -f l) 

dans laquelle r, s et t désignent les dérivées partielles du second ordre 
d'une fonction inconnue z de .r et de y; pendant que A, B, B, C, U sont 
des fonctions données de x, y, ;, ainsi que des dérivées partielles du pre- 
mier ordre p et q. Si .r, y, z sont considérées comme les coordonnées d'un 
point de l'espace, toute fonction z de .r et de y satisfaisant à cette équation 
représentera une surface intégrale. 

L'ne telle surface est, en général, déterminée par les conditions de 
Cauchy, lesquelles consistent à se donner, en tous les points d'une courbe 7 



ii) DaMioui, I.f'.ons muv la throri*- dt* mr/urvi, t<>m«» III. p 2»«3 +\ *mv. — <»oc»- 
*k%. Isfon» «m» ï intégration d<M > yi**i/t</M .|t« • df. ne", i jun liflU* du *rc*>nd o* «Jn . 
toute L 
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du plan des x y, les valeurs de z et de ses dérivées premières p> q. Celles- 
ci devront évidemment être (elles que la relation 

(18- dz = pdx -h qdy 

soit vériûée pour un déplacement effectué suivant ?• 

Géométriquement, cela revient à se donner une courbe gauche Y (pro- 
jetée suivant y) par laquelle doit passer la surface cherchée, ainsi que le 
plan tangent à cette surface en chaque point de la courbe. 

Pour résoudre le problème de Cauchy, c'est-à-dire pour déterminer la 
solution d'après ces données, on cherche d'abord les valeurs de r, s et t en 
chaque point de f : ces quantités doivent évidemment vérifier les con- 
dilions 

( 19| S d P = rdx H- sdy, 

( dq = sdx -+- tdy 

(les différentielles correspondant toujours à un déplacement effectué sui- 
vant •;) et, d'autre part, l'équation (17). Cette dernière est du second-degré, 
du moins si A ;zf 0. Cependant, si l'on tire des équations (19) les valeurs 
de deux des quantités >, s et t en fonction de la troisième, le premier 
membre de (17) deviendra, par rapport à celle-ci, du premier degré. 

(Cela tient à ce que, si Ton considère, non plus x> y et z, mais r, * et t 
comme des coordonnées cartésiennes, la droite représentée par les équa- 
tions (19) est parallèle à une génératrice du cône asymptote de laquadrique 
qni correspond à (17) ). 

On trouve, en prenant s comme inconnue : 

(20) \ s t A (dp dx "*~ d< * d ^ **■ Bdtji ~~ 2 Cdxd y -+- B ' dx% ] 

l = Adpdq H- Bdp dy -+- B'dq dx -h Drfx dy. 

Dans les équations que nous aurons à étudier, le coefficient A est 
d ailleurs nul et le caractère linéaire des équations (17), (19) apparaît à 
Première vue. 

Un calcul tout semblable fera connaître les dérivées du troisième ordre 



^z 



**z &z 



\c*' r:,-» — ----- 4 et d'une manière générale les dérivées de tous ordres de 

a 'ûiictîon cherchée en chaque point de r. 

t r *onc on sait que cette /onction est holomorphe, elle est parfaitement 
6 er * n *née, puisqu'on a tous les coefficients de son développement. 

Versement, d'ailleurs, lorsque les données sont analytiques et régu- 
' *>ti démontre, à l'aide du théorème de M x - Kowalewsky (*), que la 



*';o 



^^ parer ch. VU, n<> 2*1. 
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solution ainsi déterminée existe : il résulte de ee qui précède qu elle 
unique. 

159. — Mais il en est autrement si l'équation du premier degré ( 
est impossible ou indéterminée, ce qui arrive pour 

(SI) A (dpdx -+- dq dy) -+- Brfy» - 2Cdxdy -+- B'dLr 1 = 0. 

Si cette condition est seule vérifiée, le problème qui consiste à cl 
cher r, set I est en général, impossible. Ecartant cette hypothèse 
laquelle nous aurons à revenir plus loin, nous admettrons que les é<j 
tions (17) et (19) sont compatibles. La condition pour cela est que 
ait, outre l'équation (21), la suivante 

(82) Adp dq + Bdp dy -t- «dq dx -+- Drfx dy = 0. 

Si A est nul, l'équation (21) se réduit à 
(21') Brfy» — 2Cdr dy -h B'c/x 1 -^ 0. 

Kl le définit, pour chaque système de valeurs de .r f y % z, />, q, deux 
leurs X| et X f du coefficient angulaire X = .^ de la tangente à 7. 

Si Ton a, par exemple -M = X |§ la relation (22) devient 



(22') À, (Bd)> h- D(/r) + B'</? = <>. 

Lorsque les conditions (21) et (22) sont vérifiées, nos équations ne dé 
minent plus r, s et f, et il semble que l'une de ces trois quantités pu 
être choisie d'une façon entièrement arbilrdire en chaque point de v. 

Ce n'est point toutefois ce qui a lieu : Si, en effet, on considère les d 

vees suivantes .•-.-• -1, on voit que les équations qui doivent 
»\r' «vr'^y t\r«\i/ f ^ ^ 

fournir ont également pour déterminant le premier membre de (21) ce 

est évident pour A = 0, les coefficients de ces équations étant alor* 

mêmes que ceux des équations (17). (19 ) : il y aura donc une coodil 

de possibilité, laquelle consiste en une équation différentielle linéaire 

premier ordre à laquelle doivent satisfaire r, s et t. Ije choix de ces 4 

niéres ne comporte donc qu'une constante arbitraire. Quant aux dérn 

du troisième ordre, une fuis vérifiée l'équation différentielle dont n 

venons de parler, files deviendront à leur tour indéterminées ou plu 

comme le montre la considération des dérivées quatrièmes, elles dép 

drotit d'une nouvelle constante arbitraire. 



158 CHAPITRE IV 

Dans celle transformation, les nouvelles valeurs des dérivées second*** 
sont 

- l — * — - r 

r ' ^ r / — j" *» — ~ r/— j«' '• — rf — **' 

Appliquée à l'équation (17), coite transformation donne une équation 
analogue dans laquelle A, B, B', <*, D sonl changés en D, B\ BpC, A. 

D'ailleurs, deux surlaces tangentes quelconques sont changées en doux 
surfaces tangentes. Donc les caractéristiques de la nouvelle équation corres- 
pondent à celles de la primitive. 

Ce que nous venons de dire pour la transformation de Legendre peut 
d'ailleurs se répéter pour toutes les transformations de contact : celles-ci 
changent une équation quelconque de la forme (17) en une équation de 
même forme et les caractéristiques en caractéristiques. 

IO:i. — On doit toutefois se rappeler qu'à une intégrale de Tune des 
équations ne correspond pas toujours une intégrale proprement dite de 
l'autre, parce qu'à une surface, la transformation considérée peut faire 
correspondre une courte (ou même un point unique . C'est ainsi que, dans 
la transformation de Legendre (qui équivaut, comme on sait, à une trans- 
formation par polaires réciproques) toute surface développante est changée 
en une courbe. Lie (') a indiqué une définition générale de l'intégrale 
d'une équation telle que (17), d'après laquelle une telle courbe peut être 
considérée comme une intégrale de cette équation, au même titre qu'une 
surface. Sans reprendre les considérations d'où on tire cette définition, on 
peut dire qu'une courbe est une intégrale dégénérée à* l'équation (17), si 
la surface développable en laquelle elle est changée par la transformation 
de Legendre est une intégrale de l'équation transformée. 

lOl. — Enfin, si A étant nul, les coefficients B, B', C sont fonctions 
de .r. %j seuls, l'équation (21') pourra être considérée comme une équation 
différentielle ordinaire entre ces deux quantités. Si le discriminant BB — C 
est différent de 0, cette équation aura deux séries de courbes intéfrraJes 
distinctes que nous pourrons désigner par X — const., Y = const. En 
prenant comme nouvelles variables indépendantes X et Y, on fera dis* 
|»araltre r et t de l'équation. 



<*• Voir Gourut, Ixconj $ur V intégration de\ Ajuations aux dérivé*» p+rti*lUi 
dm **cvnd ordre, tome I, pages 4¥ M 
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165. — L'application de ces résultats à la théorie de la propagation du 
mouvement est immédiate. 

Si, en effet, deux mouvements de notre masse fluide sont en disconti- 
nuité du second ordre, ils correspondront, dans le mode de représentation 
géométrique qui vient de nous servir, à deux surfaces intégrales tangentes 
entre elles tout le long d'une ligne, puisque, en tout point où il y a dis- 
continuité, les dérivées premières ne changent pas de valeur» Une telle ligne 
est nécessairement, d'après les résultats précédents, une caractéristique. 

Si la discontinuité était d'un ordre supérieur au second, celte conclusion 
ne serait pas modifiée. Nous avons vu, en effet, que si les dérivées pre- 
mières et secondes de l'intégrale cherchée sont données le long de la 
courbe r, les dérivées troisièmes auront des valeurs parfaitement déter- 
minées (de sorte qu'il ne pourra pas se produire de discontinuité du troi- 
sième ordre) si la courbe r n'est pas une caractéristique, au lieu qu'elles 
pourront changer dans le cas contraire. 

Les mouvements compatibles seront évidemment ceux dont les surfaces 
représentatives se raccorderont ainsi suivant une ligne r. 

Pour l'équation (8'), les coefficients sont respectivement 1, et 2 . La 

caractéristique correspondra donc h -7- = ± 8. Cette quantité ± 8 repré- 
sente évidemment la vitesse de propagation, les deux familles de carac-r 
téristiques correspondant aux deux sens dans lesquelles celte propagation 
peut s'effectuer. 



§ 2. — CAS GÉNÉRAL 

^IGG« — Occupons nous maintenant d'étudier la propagation de ces dis- 
continuités sur l'équation du mouvement telle que nous l'avons primiti- 
vement obtenue, et non sur l'équation (8') que nous lui avons arbitraire- 
ment substituée. 

Cette étude n'offre d'ailleurs aucune difficulté, soit qu'on emploie les 
considérations développées au chapitre 11, soit qu'on ait directement recours 
à la théorie des caractéristiques. 

Partons, à cet effet, de l'équation du mouvement sous sa forme la plus 
générale (5) telle que nous l'avons obtenue au n° 143, savoir 
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Supposons que, pour une valeur déterminée de a el un instant déter- 
miné /, le mouvement présente une discontinuité du second ordre. Sup- 
posons d'ailleurs qu'il y ait compatibilité el soit la vitesse de propagation. 
Kn désignant respectivement par les indices 1 et 2, ce qui se rapporte aux 
deux régions réparées par la discontinuité, on devra avoir 



(23 



i(2).-(S).-[(3).-(3)]- 



séparément à l'équation (5) dans laquelle les dérivées premières ont les 
mêmes valeurs de part et d'autre. En retranchant membre à membre les 
deux relations ainsi écrites, il vient. 

(24) 0* = 



ou 
ou 



(24) 0' -*(">) 

•>(u>) étant la quantité définie par la formule (7). 

Nous avons ainsi la valeur de la vitesse de propagation 6. La théorie de* 
caractéristiques nous aurait conduit au même résultat, 6 n'étant autre que 

le coefficient angulaire -. de la tangente à la caractéristique, lequel est 

fourni par l'équation (21 ). 

Im% quantité est la vitesse du son dans le gaz, *ous la pression et à la 
température considérées. C'est en eflet la vitesse avec laquelle un mouvetneot 
quelconque (tel qu'une vibration sonore), se propage dans ces conditions. 

107. — Les relations» (23) nous font, en outre, connaître les condition* 
de compatibilité. Si l'on coimidére le mouvement du fluide comme détrr- 

miné par le* positions et les vitesses des molécules à l'instant /, , sera 

une inconnue que Ion devra tirer de l'équation (5). 
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Au contraire, —> et - — - sont des données de la question, lesquelles 
i>t é oaùl * 

sont discontinues pour la valeur considérée de a. Entre ces données on 
devra avoir, pour qu'il y ait compatibilité, la première relation (23), dé- 
signant la racine carrée de l'expression (24), prise avec un signe qui dé- 
pendra du sens de la propagation ('). 

Dans le cas contraire, la discontinuité se divisera ( 2 ) en deux dont Tune se 

propagera avec la vitesse H- i / — -, l'autre avec la vitesse — i / — r*~* 

r ^° V Po ôw V Po ôw 

Si la discontinuité était d'ordre supérieur au second, nous savons, d'après 
la théorie des caractéristiques, que la vitesse de propagation ne changerait 
pas de valeur. Pour obtenir le même résultat en partant de nos considé- 
rations cinématiques, il sufûrait évidemment de remarquer que les varia- 
tions dérivées pi*»*» (p étant l'ordre de la discontinuité) formeraient alors 
une progression géométrique de raison et de substituer d'autre part ces 
variations dans Tune quelconque des équations obtenues en différenciant 
p — 2 fois (5). 

Il est clair, également, que l'expression de la vitesse de propagation ne 
serait pas changée si, parmi les forces accélératrices, en figurait une qui 
soit fonction de la vitesse, ou si, d'une manière générale, la force X dépen- 
dait d'une manière quelconque, non seulement de x, a et t t mais des 
dérivées premières de x par rapport à a et à t. 

A 68* — D'après ce qui précède, il est impossible de traiter de ta dyna- 
mique des gaz sans tenir compte des discontinuités qui s'y propagent : leur 
absence suppose un accord tout exceptionnel entre les données initiales et 
les mouvements des parois. 

luette circonstance ne se présente pas dans la dynamique des liquides, où 
l'on n'a jamais à étudier que des mouvements continus ou tout au plus des 
discontinuités stationnaires ( 3 ). 

-Elle constitue une difficulté toute spéciale de l'étude des gaz. On voit, en 
e *fefc, qu'avant d'essayer de former les équations du mouvement, il est 
D ^°^ssaire de déterminer dans quel domaine ces équations seront valables : 
06 dottiaine étant limité par des ondes dont il faut étudier la propagation. 

^ ^ Comparer ch. v, n° £43. 

' ' £?ous reviendrons sur ce dédoublement, dans le cas général de l'espace au 
ch - *. notSfl. 
**> Voir ch. v, n* *44-»4«. 

▲DAMA» H 
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Aussi posst*de-t-on très peu de résultats généraux sur les mouvement* 
des gaz. Presque tous sont relatifs au mouvement recli ligne traité par 
Riemann et Hugoniot dans les Mémoires cités, et dont nous allons nous 
occuper maintenant. 

169* — Nous nous bornerons au cas où le gaz est primitivement (ou, 
du moins, peut avoir été à un instant quelconque), À une pression et à une 
température uniformes, de aorte que l'équation du mouvement se réduit à 

(8) *F =s *WiP 

où <l^m) représente, comme nous l'avons vu la fonction ?' («) et où 

u> est la dérivée partielle — . Quant à l'autre dérivée partielle-^ , elle n'est 

autre que la vitesse u. 

La vitesse du son est égale à dt fa (<*>), et c'est ce qu'exprime l'équa- 
tion (21'). Ecrivons, d'autre part, l'équation (82') : celle-ci nous donnera 
(/> devant être ici remplacé par u et q par u>) 



du = dt» = ±: fa (ut) cfu». 
Cette équation est intégrable. En posant 



(25) •*(«) = x » t 

où il est entendu que le radical du premier membre est pris avec le signe 
-+-) elle donne 

(26) m db x(u») = constante. 

170. — Ainsi chacune des familles de caractéristiques admet une com- 
binaison intégrable. Cette remarque a conduit Riemann à prendre comme 
variables indépen lantes les quantités 

(27) | tt + X îf S> 
qui donnent 

(28) «~L+J». 

(ta- /» = ^-- 
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Pour effectuer ce changement de variables, nous commencerons par 
opérer la transformation de Legendre, c'est-à-dire par prendre pour varia- 
bles indépendantes u et u>, et pour fonction inconnue la combinaison 

(30) z = o> a -h ut — x 

dont les dérivées partielles par rapport à u et o> ne sont autre que t et a ; 
les nouvelles valeurs des dérivées secondes se calculent par les formules 
du n° 102 et l'équation (8) devient 

< w > £=♦<->£»• 

11 est maintenant aisé de passer aux variables £, r\ : il vient 



. ô*£ /(ai) /bZ __ bZ\ 

ou, en tirant u> de l'équation (28'} 

««s & 2 * w» \ /*>z ÙZ\ A 

• 32 ) ^-^-")fe-si) = ' 

/"étant une fonction définie par la relation 

(33) /12XW] = Î£$' 

L'équation est ainsi rapportée à ses caractéristiques : elle a la forme de 
Laplace 

171. — C'est précisément à propos de l'exemple qui nous occupe que 
Riemann (') a été conduit à imaginer sa méthode d'intégration, étendue, 
comme on sait, par M. Darboux à l'équation générale (34). 

(<) L'inconnue considérée par Riemann n'est pas *, mais une quantité w définie 
comme une intégrale de différentielle totale exacte, par la formule 

dw = - \ (d\ + drù + «*» (g| * - § dr ) 

laquelle équivaut à la formule (3) (§ II) du Mémoire de Riemann (rage 183 de la 
traduction française), les relations qui servent à passer des notations de Riemann 
aux nôtres étant 
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Rappelons que celle méthode ( ! ) est à beaucoup d'égards analogue à celle* 
dont nous avons parlé au chapitre I. Elle repose sur une identité toute 
semblable à celle de Green, savoir 

(35) / / [«r:»-«0(î)]ifîrfT.= / MAs-NrfS. 

dans laquelle 

s et ï désignent deux fonctions régulières quelconques ; 
vT(*), le premier membre de l'équation f 84) ; 
$ (;), le premier membre de l'équalion 

(38) Ç) (ï = t-ï- — a -J — 6 — +- ( c ? — r K = 0, 

dite V adjointe de la proposée ; 
M, N, les expressions 



.87) * 






l'intégrale double étant étendue à une aire quelconque du plan des £ t., et 
l'intégrale simple du second membre, au contour de cette aire. 

Celte identité étant posée, la résolution du problème de Cauchv pour 
l'équation (34), la courbe f étant un arc quelconque du plan des £r t assu- 
jetti à la condition de n'être coupé qu'en un seul point par une parallèle 
quelconque à l'axe des £ et un seul point par une parallèle quelconque à 
l'axe des r, : — autrement dit, le calcul en un point quelconque A (£', r ' 
ifig. Il) d'une intégrale s de l'équation (34\ donnée par ses valeurs e 



LVquatton aux dérivées partielles d«« Rieicann est donc un«* transforma de l'éqi 
tion (32 . 

Ijp% transformations de cette eapéce, applicables à une équation de Laplac* et 
intertrient l'intégration d'une différentielle totale exacte, ont été déterminée* 
II. Ilarbotii il^eçon* sur ta ihr'orir d<* Surf mets, Ijt. IV, ch vin, n* 4#fJ>. i 
qui conduit à l'inconnue w correspond, dans la notation d<» M. Darboui, à 

ji = — 2«/'(w, 

la fonction s de M. Darbou\ étant é^ale à u/' «* et la solution i de l'équatto 
qui conduit à cette valeur de y n'étant autre que -' - w. 

* l)»kbOL\, LrçoHi sur la thïorie des surfaces, liv. IV, ch. iv (tome II». 
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la formule précédente définit bien une fonction remplissant les conditions 
du problème. 

Si, au lieu de l'équation iT= 0, on avait à intégrer l'équation 

/'étant une fonction donnée de;, r tf la même méthode réussirait encore, la 

formule (38) élant simplement complétée par l'intégrale double I I fgd\ét t 

étendue à notre triangle curviligne : c'est ce qui résulte immédiatement de 
la formule générale (35). 

172* — Enfin, la même méthode s'applique également au cas où la 
courbe y est remplacée par un système de deux caractéristiques, les valeur* 
de z seul étant données sur chacune de ces deux lignes. I<a formule (38 1 
est alors remplacée (pour l'équation sans second membre) par 

(40) .- A = Csr*\. - i gfê + *.-) rf< - I g (Jj + «) rfv 

l/ ITCI. — On ne dispose pas d'une méthode générale pour calculer la 
fonction de Riemann g (J, *, ; £', r/). Mais on est assuré de l'existence de 
cette fonction dès que les coefficients de l'équation sont analytiques et ré- 
guliers ') ou môme plus généralement dès qu'ils sont continus et déri- 
vables ( 3 ). 

Dans ces conditions, il résulte évidemment de ce qui précède que m U 
courbe v n'p^t cou|>éc qu'en un seul point par une parallèle à l'axe des ; et 
en un seul point par une parallèle à l'axe des t, (ainsi que nous l'aviui» 
supftosé) I»» problème de Catichy admet une solution et une seule. 

D'une manière plus précise, si la fonction z et ses dérivées sont données 
tout le long d'un arc Vij satisfaisant à la condition précédente, cette fonc- 
tion est déterminée dans tout le rectangle qui a pour sommets opposés |*y 
et dont les côtés sont (tarai lëles aux axes. 

I T 1. — Ceci nous permet de combler pour les éq nation s dont nous nou* 
occupons en ce moment, une lacune dout nous avons signalé l'existence 



<«. iKmi >i \. /»r rie. t<>m« II. pi .*«•*•. M 1*4. 

t* lunui ». Is*c. rtt., louie IV, paires :Kk»-35'.» (Note de M. Picênt». 



f 
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un peu plus haut (n° 161). Supposons en effet que l'équation (17) ait la 
/orme de Laplace : alors nous pourrons affirmer que deux surfaces inté- 
grales, analytiques ou non, ne peuvent avoir entre elles un contact môme 
d'ordre infini tout le long d'une ligne sans que cette ligne soit une carac- 
téristique, puisqu'on pourrait alors considérer en particulier, sur la ligne en 
question, un arc le long duquel £ et y\ soient chacun constamment croissants 
«J© manière que la donnée de z et de ses dérivées premières le long de cet 
ai~c détermine complètement cette fonction dans le voisinage. 

C^ette conclusion s'étend à l 'équation (8). Considérons en effet le pro- 

^ï«me de Cauchy pour celte équation, c'est-à-dire supposons qu'on se 
^c^Kane une série de valeurs de a, f, a>, u y x, dépendant d'un paramètre. Ce 
P^^Zfcblème peut être immédiatement ramené au problème analogue relatif à 

* ^<jualion (31), puisqu'on connaîtra z et ses dérivées — =aet — = tpour 
Uk ^ ^ série de valeurs de u> et de u. 

La condition nécessaire et suffisante pour que ce problème cesse d'être dé- 
te Pcniné est donc que la série de valeurs ainsi considérée soit caractéristique. 
Physiquement parlant, si Ton imagine successivement deux mouvements 
A et M' de notre masse fluide, lesquels coïncident pour t <^. t , a <: a , ces 
Mouvements coïncideront encore, pour une valeur de t supérieure à t , jus- 
qu'à la valeur de a atteinte par l'onde partio de a et se propageant avec la 

vitesse négative — v 4* (<*>) ; autrement dit, jusqu'à la valeur. 






fa (u>) dt. 



Ce résultat n'avait été, jusqu'ici, établi en toute rigueur qu'en supposant 
les mouvements en question analytiques de part et d'autre de l'onde. 

jf 175. — Dans le cas des gaz parfaits, nous avons trouvé 

(2') o (w) = Àrci)-* 

et, par suite, 

(41) $(» ) = 4'«-— », k = —. 

?• 

£ (») est dooc égal à •/£ » ~ ^ . 
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Comme colle quantité représente la vitesse du son, la constante y k n'est 
autre que la vitesse X du son dans l'état initial : on a 

(42) X = /? = y/%. 

Si, comme cela a lieu dans la loi de détente de Poisson, m est différent 
de l'u ni lé, il vient (en négligeant la constante additive) 

y (w) = . CD * = j CD » 

y m — 1 m — 1 

(4S) ' v» m -+- t *p m -+- I 5 ,--» 

et, par conséquent, la fonction / déliuie plus haut (formule 33) a la 
valeur 

(•Ml /<S-*) = r^-r. 



On est ainsi amené à V équation d'Euler 

<«> II -nh (S -S)-* 

Lorsque ? est un entier, l'intégrale générale de cette équation s'exprime 
en termes finis : elle est (*) 

**?-* /X - Y\ 
(47) -— ^-l^-l l;— ) 

où X et Y sont des fonctions arbitraires l'une de ?, l'autre de r 4 . 

11 se trouve que ce cas est approximativement celui de la loi de Poisson. 
La valeur généralement admise pour le coefficient m (rapport des deux cha- 
leurs apéci tiques) est, en eflet i,4! ; et l'hypothèse m = 1.40 don ne- 
no rai t fi = 3. 

y 170. — Mais quel que soit p, la méthode de Riemann permet de 



(») Iunn.ni. toc. cit., n« tat (tome II, p. «S). 
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résoudre le problème de Cauchy. On peut, en effet, former la quantité g : 
on trouve ( â ) 

(48) j7a T .;^V) = (l'-0- p (l-f) _P (l-«) 2P F(P.P. i »') 
? désignant le quotient 

et F la série hypergéomélrique 

+ r w-m-jf + »-*> ] «- + ... 

/•^ ITT. — Nous avons exclu lout à l'heure le cas de m = 1, cYsl-à-dire 
celui de la loi de Mariotte où « (<«) est donné par la formule (2). Dans ce 
cas, on a 

{50} X' (-)=~. 

(50') x («o) = /Â r log W 



f -'-7^-7 — t uuuuc simplement ia cuiibuiliu; — *» =^ — /-- 

7. * H vr 

L'équation (32; est donc 



et la quantité 777— r donne simplement la constante — 4J = — T~ • 



laquelle peut d'ailleurs, par le changement de variable z =e ;; "" T *' x i% 
se transformer en 

(52) |£i + / . Z|= 0. 

EnBn l'on peut même réduire / à l'unité, en prenant pour nouvelles 
variables indépendantes /Jet /r,. 

L'équation ainsi obtenue, ou plutôt une équation aisément réductible a 
celle-là, est connue sous le nom d'équation det télégraphiste*. La fonc- 



{«) JW*., H» 
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lion de Rîemaon g (*, r t ; g', V) est également connue pour l'équation de* 
télégraphistes et par suite, pour l'équation (51) ; on a 

(53) yft.^^'pVî^^h-^-tt-WJÎ^-Pî^-V)) 
où J désigne la (onction de Bessel 

J (X) = t - p H- ( £j, + ... + (- 1)« A'" ? + ... 

y 

■ ••• — La loi de Mariotte étant un cas limite de celle qui est représentée 
par la formule (2';, les résultats que nous venons d'obtenir doivent pouvoir 
se déduire de ceux qui ont fait l'objet des n°* I 9&-196. H semble au pre- 
mier abord, qu'il tien puisse être ainsi et que, par exemple, l'équation (51) 
ne puisse dériver de (46). 

Pour cette déduction, il est, en effet, nécessaire de tenir compte de la 
constante additîve A qui aurait dû être ajoutée au second membre de {A3). 
C'est, comme on sait, eu Taisant croître indéOniment cette constante 

(As — -V— - j que l'on passe de la formule (43) à la formule i50'j pour m — I 

infiniment petit. 

Augmentons donc 2 y (a*), ou sou égal Ç — r # , de la constante A, et rempla- 
çons en même temps, fi par JA. L'équation (46j deviendra 






et si, maintenant, on fait croître A indéfiniment on retombera sur (51). 

Le même calcul peut évidemment s'opérer sur la fonction de Riemaaa 
donnée par la formule (48), et qui peut s'écrire 

//;.,;;. V)=:(^I-;)'(^) ? F(P.P.«.*)- 

Si nous remplaçons r, — ;. r/ — J par ^ — £ ♦- A, ?/ — ; + A et ji par M le 
premier facteur deviendra 

— r/ \/A 






et teudia v«ts e* *. — *.'} pour A infini. Le second facteur aura de même pomr 
limita e 1 »?-*'. 
(Juaut à la série hypcrcéométrique F v Ji # {J, 1, *}, elle a bien pour limite la 
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fonction de Bessel qui figure dans la formule (53) : le ternie général de la 
série F, est, en effet, 

Jp(P-hl).-.(P-hn-l)1 a 

= 1"(;-Q(i -*/)]" [tt(ft + <)-('* + ft-')F r 

f — p (g — £') (r, — 7)')] n 
ce qui fait bien jt-tt^ L , pour /» = oo . 

— 1 79. — Le problème de Caucby, résolu, comme nous venons de le 
voîp, par la méthode de Riemann, est-il la traduction mathématique du 
!>■"<> Lié me physique qui nous est posé? 

F*our répondre à cette question, considérons d'abord le cas d'un tuyau 
■ ucléfini, en supposant qu'on se donne les positions des molécules et leurs 
^"i lusses à Tinslant initial, en tous les points. Dans ces conditions, x et sert 
«IfBvix dérivées premières w et w seront connues, quelque soit a, pour t = 0. 
Nous sommes donc conduits au problème de Cauchy relatif à l'équa- 
tion (8). 

Or nous avons vu que ce problème revient au problème analogue relatif 
à. l'équation (32). 

"Toutefois une objection se présente à l'esprit. Nous avons remarqué que 

la possibilité du problème de Cauchy est subordonnée à ce fait que sur la 

courbe y, \ et r t sont toujours croissants ou toujours décroissants. Or il n'y 

a aucune raison pour qu'il en soit ainsi lorsque ; et r, sont déduits de la 

distribution donnée des molécules et de leurs vitesse*, g, par exemple, peut 

fort bien avoir un maximum lorsque a varie, l restant nul. Seulement, il 

e n résultera pas nécessairement l'impossibilité du problème posé primi- 

uvernent. z pourra, en effet, avoir plusieurs valeurs différentes pour un 

même système de valeurs de u et de w, si à ce couple de valeurs de w, u» 

correspondent plusieurs systèmes de valeurs des variables indépendante* 

aa **nées a, t. Non seulement il peut en être ainsi, mais u et '» peuvent 

être constants, z prenant toutes les valeurs possibles : c'est ce qui arrive 

P°Ur le cas le plus simple, celui du fluide en reposa = a ; u == 0, *« - I .. 

** Un mot, — et ce fait, que nou* retrouverons des les numéro* nuivant», 

es ^ ^vident d'après ce que nous avons vu au u* IIKI, — une singularité 

"^ * considéré comme fonction de u, •» ne donne pa« néce%*aireii*ettt, apr<* 

la transformation de Legendre, une singularité de x Ofj*id*rAe 'v/imne 
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Malheureusement, l'inverse peut évidemment se produire. Ayant obtenu 
une valeur de s en fonction de u et de u>, il faudra, pour la considérer 

comme acceptable, calculer les dérivées -" ==a. — = f cl s'assurer. 1 n que 

1 oiu t**|| ' 

ces quantités peuvent être prises comme variables indé|»endantes ; 2* qu elle* 
prennent bien tous les systèmes de valeurs possibles pour lesquels / - o 
L'examen des conditions moyennant lesquelles il en est ainsi présenterait 
sans doute quelques difficultés. 

180. — Considérons maintenant le cas du cylindre limité par des* pi*- _ 

tons. Alors x et ses dérivées ne seront connus que pour «< a *.* /, et l'uu ^ 

aura ainsi seulement, dans le plan des ( r„ un arc de courbe le long de : -~^ 

et de ses dérivées par rapport à u et w seront connus. Ces données permet- — j 
Iront de calculer z dans un rectangle du plan des | r t (fig m 11 .. Dans le — ^ ^ 
plan des at, ce rectangle corres|>ondra évidemment à la série des portions «_ ^_ 
du tube qui, à chaque instant, ne sont |ms encore atteintes par les ondes,»— ^ 
issues des extrémités. 

Kn dehors de la région du plan des at ainsi obtenue, il faudra ténia» f ^ 
compte des conditions fournies par le mouvement du piston. Or il est ai* 
de voir que celles-ci ne peuvent pas être transformées comme les pr 
dentés. Elles nous fout connaître, en effet, pour chaque valeur de I , la va 
leur de x, et par conséquent, celle de m, a étant égal à ou à /. Mais J^IW / 4 
râleur de <o ne nous est pas donné*. Il est donc im|>ossible de tracer à prio ~^»r ; 
la courbe corresjiondante du plan des r. 

l^i transformation de Legendre et la méthode de Riemann ne peure- 




donc conduira à la détermination du mouvement dans ces nouvelles 
ditions. C'est |«r une étude directe qu'il y aurait lieu de tenter cette dét 
initiation, et il est aisé de voir h quelle sorte de problème analytique ~^iq 

serait ainsi conduit. 

I«e mouvement cherché doit, en effet, être compatible avec le mou um m m 
primitif, d.tn« lequel il se propagera suivant m m m m t une onde dont U 

marche est connue. Nous connaîtrons donc la valeur de .r le long d'ss-ss» n* 
ligne du plan des at, à savoir celle qui représente cette onde et qui ■* t 

une tarai léri^tiq ne ' ». j- e-4. d'autre part, également donné, (par le m^.» «- 



« I: il'iit \ nv.r cnrurtUuc* suivant o-tti» lisent* non ifulcinenlUcs vaUnrs «^^^^ ■""■ 
mat .tu««i ii«« r.«lli»« A** iI-tuin"» m rt m. Mam. comme plus loin mot* <B •* ti 

!■■*«■ 1Î4 i-rllr » oiirur.l.mc.- <1.«> tl.-nv.-.'n r-tult'-ra il* U piviiiii'r*, pou nu qu>*\S>^^^ * l 
li-ii imti il-mriit. iV»tâ-ilirf jniiirvu .pie In T»tr»v initiait* du pitlon «oit 4*?^ 
i •*!!•* U*-* iii"l>*cule k c|tii r«Mi.ii..«fnt. 
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W vemeni du piston) le long d'une au Ire ligne sécante a la première, savoir 

la ligne a = (ou a = l). C'est par cette double condition qu'il faudrait 
déterminer une solution de l'équation (8). 

Le problème ainsi posé est beaucoup plus difficile que celui de Cauchy, 

même dans le cas d'une équation linéaire. On sait ('), lorsque les données 

son I analytiques, établir l'existence d'une solution holomorpbe, mais non 

mettre celte solution sous une forme suffisamment simple et utilisable. 

J-Iugoniot a, au contraire, montré que ce résultat peut être atteint dans 

*-* n cas important, celui où le gaz est primitivement en repos. 

L8I. Les mouvements compatibles avec le repos. — Supposons pour 

* = 0, le gaz en repos, à une pression et à une température uniforme dans 

*-* «^ e portion que nous prendrons pour état initial. Communiquons à l'un 

^^a. deux pistons, celui qui correspond à a = 0, un mouvement quelconque, 

-*~*s toutefois qu'il y ait jamais de changement brusque de vitesse. 

XJn mouvement prendra naissance au contact de ce piston, mouvement 

i se propagera dans le sens positif avec la vitesse X = y' ^1) du son. Ce 

^^^^^uvement et l'état primitif du gaz, à savoir le repos, seront compatibles. 

Il cessera d'en être ainsi à partir du moment où le mouvement ainsi créé 

e ^%. rencontré par le mouvement analogue produit par le piston situé à 

■ jctrémité /, si ce piston est mobile. A ce moment naîtra un troisième 

mouvement compatible avec les deux premiers mais non avec le repos. À 

*^^ troisième mouvement, la théorie d'Hugoniot, telle que nous allons la 

ï^^ésenter, n'est plus applicable. 

Nous saurons néanmoins écrire son équation, une fois connues les deux 
ï^remières. 

En effet, la surface intégrale qui le représente se raccorde avec chacune 

*^es deux premières suivant deux caractéristiques de systèmes différents : 

Savoir, une caractéristique £ = const. pour le premier des deux mouve- 

^sents dont nous avons parlé plus haut (puisque la propagation du troisième 

^Mouvement s'y fait dans le sens négatif), une caractéristique r t = const. 

C^our le second. Sur chacune de ces caractéristiques on connattra la série 

^3es valeurs de a, /, a?, u, u> et par conséquent celle de z et de ses dérivées 

(premières. Toutes ces quantités sont en effet supposées connues dans les 

*deux premiers mouvements, et ne sont pas altérées par la discontinuité 



(') Pica*d, in Darboux, Ijoc. cit., tome IV, p. 361-362 ; Goursat, leçons sur l'inté» 
<&ration des équations aux dérivées partielles du second ordre % tome 11, p. 303. — • 
"Voir plus loin oh. VU. 
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puisque celle-ci esl au moins du second ordre, j étant connu sur le* di-ut 
caractéristiques »'), on est ramené au problème* du n* 172. 

Slais que le second piston reste en repos ou non. il arrivera toujours uo 
moment ou un nouveau mouvement prendra naissance ; c'est celui ou 
l'onde partie de l'extrémité a — atteindra l'extrémité opposée. 

A ce moment, comme nous lavons vu au n* 151 il y aura réflexion. *»t 
la discontinuité reviendra en arriére. I^e nouveau mouvement ainsi produit 
n'est plus compatible avec le repos. Son élude ne peut pas se faire par la 
métbode que nous venons d'indiquer. RI le dépend des considérations déve- 
loppées au n* IHOet on ne possède pas, quant à présent de méthode* 
permettant de le calculer explicitement. 

I N2. — Dans le cas précédemment étudié, où la vitesse de propagation • 
est constante, l'état d'équilibre est celui où les fonctions /j et f t introduites 
au n* 1 -15 ont les expressions f x ■;« -+- 0/) = a -+■ 0/ ; f t (a — W ) = a — *r 

tas mouvements compatibles avec le repos sont donc caractérisés par ce 
fait que l'une de ces deux fonctions se réduit à la variable même dont elle 
dépend. La surface représentative correspondante est évidemment un 
cylindre. 

Proposons nous de déterminer ces mêmes mouvements dans le cas où la 
fonction * est quelconque, et soit à trouver uue surface intégrale 1 qui se 
raccorde avec le plan x --. a suivant une caractéristique r correspondant à 



fia 



= -+.•*(») = +-z'(t). 



(•) Il semble que le problème soit imposable, par suite du trop grand nombre d#t 
condition*, puitquf l'on donne, fur chacun* dot deux caractéristique* de raccorde- 
ment s et »e* //'Vic-vf. alors que la seule donnée d«* s suffirait à déterminer la 
•oluhoQ. Mais si cet valeurs d'une Jonction z satisfaisant à l'équation de l.aplacr 

'34) «ont dmirw* sur une caractéristique ; ~ const.. les valeurs de W satisfont, tnr 

cette litfoe. à la relation. 






(r.i« particulier d* 22 . qui détermine cette quantité ' dés qu'elle est donné* en 

un pfunl. Or c-tte r.-!.i»i n e-»l v.-rili«-e par le prenu-r mouvement donné. Si donc 
un détermine 1** tr'ii-ièiiie iiiou\erueut pur la formule <40 , il > aura bien colsrci- 

d«*nci» des \aleur* île'-. . Hettr coïncidence a. m effet, lieu en un point, le point 

■ \ 
i-nmintin aux dru* c%ract.ri»ti<|ij«'*, !••« Mirt.ice* intégrale* qui correspondent sut 
trois uiou«''iufiit* i rifiiiti:» «tant al<»i« t.iii-«*nt>*s rnlr»- vile*. 
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Menons, par un point quelconque P de celle surface, la caractéristique r' 
du système opposé à T. Sur r', la quantité u -+- y (o>) est constante. Or la 
J/gne r 7 rencontre nécessairement r et, sur r, la quantité u -+- /(eu) 'est 
partout égale à /(i). 

Donc la surface cherchée 2 satisfait à l'équation aux dérivées partielles 
au premier ordre : 

Ainsi, dans un mouvement compatible avec le repos, la vitesse et la 
ti&T^&ité sont fonctions lune de Vautre. Ces deux quantités woissent en 
v ***?me temps (la vitesse étant prise avec sa valeur algébrique) puisque y ( (<d) 
esl positif et que p augmente quand u> diminue. 

\ 83* — On démontre aisément ( l ) que si une surface est telle que, 
attire les coefficients angulaires de son plan tangent, existe une relation 
ln dépendante des coordonnées du point de contact, cette surface est déve- 
^oppable. 

Tel est donc le cas de la surface cherchée, puisque u et eu sont les déri- 
vées de x 9 considéré comme fonction de a et de t. Si par l'origine des coor- 
données nous menons les différents plans dont les directions satisfont à 
l'équation (54), plans dont l'équation générale est 

(55) * = «« + [x(«)-X (»)]«■ 

ces plans enveloppent un certain cône C dont l'équation s'obtient en élimi- 
nant <i> entre l'équation précédente et sa dérivée 

(550 a-*x'(u>) = 0. 

Les génératrices de la développante 2' sont parallèles aux génératrices 
de C. Ces génératrices étant les tangentes de l'arête de rebrousssement, on 
voit que l'indicatrice sphérique de celle-ci est connue. 

I84« — En prenant pour ordonnées, non plus les valeurs de x, mais 
les vitesses ou les dilatations, (les coordonnées horizontales étant toujours 
a et t), on aurait pour représenter le mouvement non plus une dévelop- 
pable, mais une surface réglée avec génératrices horizontales, puisque, sur 
chaque onde, la vitesse et la dilatation sont constantes. 



(') JofiDAN, Cours d'Analyse, 2 e édition, tome I, p. 476 ; Goursat, Cours d'Analyse 
tome I, p. 524. 
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185. — Les conclusions précédentes subsisteront pour tout mouvement 
compatible avec le premier, si la caractéristique de raccordement est de 
même système que r. 

Elles subsisteront donc s'il se produit des discontinuités quelconque» 
(du second ordre au moins) dans le mouvement du piston a = 0. Elles ne 
seront modifiées, comme nous l'avons dit plus haut, qu'à partir du moment 
où on rencontrera un onde se propageant en sens inverse. 

On arriverait encore à des résultats analogues si, dans l'état primitif du 
n aide, les molécules, au lieu d'être en repos, étaient animées de mouvement* 
uniformes donnés par l'équation 

(66) # = *a -+- pf, 

« et p étant des constantes (mouvement qui satisfait évidemment à l'équa- 
tion (8)). 

Plus généralement le mode de raisonnement que nous venons d'employer 
s'appliquera à toute équation delà forme (17) dans laquelle une des familk** 
de caractéristiques admet une combinaison intégrable rfF, lorsqu'on cher- 
chera les surfaces intégrales se raccordant, suivant une caractéristique de 
Vautre système, avec une surface satisfaisant à l'équation F = const. 

1 80. — Si on essayait d'appliquer aux développables S que nous venons 
d'obtenir la transformation de Legendre utilisée précédemment, on n'abou- 
tirait pas à des surfaces. Une surface développa b le a, en effet, pour polaire 
réciproque non pas une surface, mais une ligne, chaque point de cette ligne 
correspondant à une infinité de points de la développante, savoir tous ceux 
qui sont sur la même génératrice. L'équation (54) montre que cette ligne 
correspond dans le plan des { n à la droite £ = y„(1). Nous avons là un 
exemple évident des intégrales dégénérées auxquelles nous avons fait alla- 
sion précédemment (n° 103). 

187. — I>es développables I sont les seules surfaces développante* qui 
satisfassent à l'équation (8). Si, en effet, on suppose que l'on ait 

on en déduira, en différen liant successivement par rapport à I et à a , 

oï» = S£St' i '*'- *a>t r oa>f "> 
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et l'équation (8) ne pourra être vériGée (sauf pour — et — constants) que 

si$(w) = /"î(»). 

188. — H nous reste maintenant à déterminer complètement le mou- 
vement dont nous venons de trouver les propriétés générales, en supposant 
donné le mouvement du piston. 

Il suffit à cet effet de reprendre le mode de représentation employé aux 
n °* 146 et suivants (fig. 10). Le mouvement du piston nous fera con- 
naître la section a p (fig. 10) de la surface cherchée, par le plan nommé 
plus haut 0. En chaque point de celte section, la développable admettra un 
plan tangent qui devra : 1° Contenir la tangente à celte courbe ; 2° Satis- 
faire à l'équation (54) ou, si Ton préfère, être parallèle à un plan tangent 
"U cône C. Ce plan tangent sera donc connu. Quant à la génératrice de 
contact, elle sera parallèle à la génératrice correspondante du cône C. Le 
l»eu de ces génératrices sera la surface cherchée. 

Chacune des génératrices représente, comme on le voit, la propagation 
d u mouvement donné au piston à l'instant correspondant à son point 
^origine. 

1 80. — Analytiquement parlant, soit 

1*0 *. = /(«.) 

l'équation qui fait connaître l'abscisse œ du piston en fonction du temps t Q . 
On aura pour la vitesse de ce même piston, la valeur ti = /'(* ). La rela- 
tion (54) donne dès lors la valeur u> de w au voisinage immédiat de ce 
piston. Par exemple, si la loi de détente est la loi de Poisson, u> aura, 
d'après la formule (43), l'expression 

(58) «.«(i+l—jj-i-) 

X étant toujours la vitesse du son dans l état initial. 

Le mouvement communiqué au piston à cet instant / se propage avec la 
vitessse / (o> 9 ). Au temps t > t , il est parvenu au point dont l'abscisse 
initiale est 

(69) « = X 'K)(<-O = (<.~0^ 

et auquel il communique h cet instant la vitesse u . 

12 
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Nous supposons ici que ce point a élé successivement atteint p*ir 
ondes nées aux différents instants an teneurs a t 9 ; son abscisse actuelle 
donc évidemment 






-4- aw a — I) 



où, sous le signe j , t désigne une fonction de t\ définie par l'équa 
(59), soit 

du. 

Remplaçant / par cette expression, et, par conséquent dl par 

*--(£)• 

il vient 

x = a + / « u (»'.) <//'. - a j « V / (£?•) 

ou (puisque I tt 9 dt 9 = x 9 et en tenant compte de (59)) 

(60) *=*,-(/ - /,) (cu *fc - Wo ) = *, + (!- < ) («*' K) + *1 

x «* w «» M « étant les fonctions de t, dont nous venons d'indiquer le cale 
L'élimination de /„ entre les équations 59 , (60 donne le résultat chercl 

IOO. — On |»eut encore imaginer qu'au lieu du mouvement du pt»U 
on donne, pour chaque valeur du temps, la pression extérieure que 
piston support*». Il t»*t clair que les calculs qui précèdent ne seront | 
<»*M»utit>ll<»ment modifiés. Au lieu de n uf t'est u> qu'on c«ilculi*ra m 
d'abord par la résolution d«» l'équation (2 ). On aura alors t/ = / ( 1) — /(m 
puis x„ par une quadrature : après quoi, il ne restera plus qu'à evri» 
fer mu les (59 , (60;. 



I 



MOUVEMENT RBCT1LIGNE DES GAZ 179 



191. — Grâce à l'intervention des ondes de discontinuité, nous avons 
pu, le gaz étant animé d'un mouvement donné à un instant donné, cons- 
tater l'existence, aux instants immédiatement suivants, d'un mouvement 
satisfaisant tant aux équations internes qu'aux conditions aux limites. 
A vo ns-nous le droit d'en conclure que les discontinuités étudiées jusqu'ici 
permettent, à elles seules, d'assurer l'existence du mouvement pour toute 
valeur ultérieure du temps? Une telle affirmation ne serait nullement 
'«^«ïtime. 

1 1 suffit, pour s'en rendre compte, de se placer de nouveau dans le cas 
s **x*jile de la vitesse de propagation constante. Le gaz étant en repos 
Pour / = 0, mettons en marche, à cet instant, le piston d'abscisse 0, dans 
'« sens positif, c'est-à-dire de manière à comprimer le fluide. Dans nos 
hypothèses à un instant quelconque /, le mouvement ainsi créé s'étendra 
a ux points dont les abscisses initiales sont comprises entre zéro et G/, le 
r^^ te de la masse restant en repos. 

Or, on peut évidemment, en accélérant convenablement le mouvement 
<* *~* piston, faire que son abscisse, à un certain instant t, soit supérieure 

H y a évidemment contradiction, les molécules voisines du piston 
^^'v «-aient, à cet instant, coïncider avec certaines molécules encore en repos. 
^* Tious voulons conserver nos hypothèses fondamentales d'impénétrabilité 
e *- *i« continuité (n OB 44-45), nous allons être obligés de faire intervenir 
^^^ phénomènes distincts de ceux que nous avons décrits dans ce qui pré- 

1 1 convient de remarquer que cette hypothèse d'une paroi se déplaçant 
^^««5 une vitesse supérieure à celle des ondes n'est nullement théorique : 
*^ se présente dans l'application la plus importante que l'on ait jusqu'ici 
^°**Sé a k' re de la Dynamique des gaz, à savoir l'étude du mouvement des 
*^****j€ctiles. On sait, en effet, que la vitesse de ceux-ci est plus grande que 
^^l^ du son. 

^ 02« — Toutefois, avant d'étudier les singularités qui doivent ainsi se 
^^^Kluire lorsqu'on donne au piston un mouvement comprimant, nous 
^'V'ons en mentionner une qui se produit au contraire, dans le cas d'un 
***c* vivement décomprimant. 

ï^cur calculer la valeur de u>, nous avons résolu, par rapport à celte 
****^*iuté, l'équation (54). 

^oos devons nous demander si cette résolution est possible. La dérivée 
** (Mrwnier membre par rapport à <*> est toujours différente de zéro (elle est 
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égale h //(<*>) = V ♦ [**) )- u j>eut donc prendre toutes les valeurs négative* 
possibles, s'il tend vers — ao pour u = 4 oo, c'est-à-dire si l'intégrale 



y.O) 



y' (u>) du» = — I /j, (*,) </<* 



est inGnie. 

C'est ce qui a lieu pour la loi de Mariotle, la fonction /.(<») étaot alors 
logarithmique. 

Mais 1 il en est autrement dans le cas de la loi de Poisson. Pour celle-ci. U 
formule (43) donne 

x(»)-x(-) = -sêr 

Lorsque le piston arrivera à prendre une vitesse négative et qui (en va- 
leur absolue) soit, avec la vitesse du son correspondant à l'état initial, dam 

le rapport — — j le fluide cessera de le suivre : entre eux un vide se pro- 
duira, tout comme si on avait affaire à un liquide. La seule différence est 
que les dernières couches de gaz seront inûniment dilatées (puisque •» sera j 
devenu infini (*)), au lieu que, pour un liquide même un peu compressible, „ 
la séparation aurait lieu à partir d'une certaine valeur finie de en. 

Tant que la vitesse du piston n'atteindra pas la valeur négative — — ~iam 

son mouvement produira, au contraire, à chaque instant, dans les cooebeat- 
voi bines, un étal déterminé, qui se propagera comme nous l'avons dit, aur 
moins pendant un certain temps, jusqu'à ce que se produisent les singu.*m 
larités dont il nous reste à parler. 



| 3. - LE PHÉNOMÈNE DE KIEMANN-IIUGOMOT 



lt)!l« — Si, comme non h lavions supposé un instant tout à l'heure, 
mou veinent obéit à l'équation (8 ) il est aisé de voir que la singularité dc=^ 



,' N"Ut nous plaçnn». bien <*nt«ndu, dans l'hypothèse toute théorique où le fi 
garderait ies )>ro|>rietrt jusqu'au i/ro absolu, que cetta détente indéfloia |>ei 
d atteindre. 



r 
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/'existence nous est apparue comme nécessaire au n° 191 apparaîtra (et cela 
pour la première fois) au moment où une compression infiniment grande 
se produira, u> devenant nul. 

En effet, le fluide étant supposé primitivement en repos, un mouvement 
qui s'y propagera dans le sens positif (à partir de l'instant t = 0) aura 
pour équation. 

(SI) x = a + f(*t — a) (a < 6<) 

a.'v^^cs f(0) = /' (0) = 0. La fonction /"sera donnée par la relation 

-zr représentant encore l'espace parcouru par le piston. Si cette quantité x 

e«C vine fonction dérivable du temps, x sera une fonction dérivable de a et 

<1^ * - Dans tous les cas, d'ailleurs, à chaque système de valeurs de a et de t 

c«r«-espond une seule valeur de x. Pour qu'inversement, à un système de 

v » leurs de x et de t corresponde une seule valeur de a, il faut et il suffît 

*!**« ladérivéeu)= -— ne change pas de signe. Si cette condition cesse d'être 



re tt*plie, ce sera à partir du moment où o> s'annulera. 

do m me les valeurs de u> se propagent à partir de l'extrémité a = 0, ce 
Phénomène se produit tout d'abord au contact du piston. 

*■ 94. — Nous allons voir avec Riemann et Hugoniot qu'il en est tout 
autrement lorsque la fonction <{>(w) ne se réduit plus à une constante et, 
*** particulier, dans le cas de la loi de Poisson. 

Dans ce cas, en effet, u> ne peut devenir nul que lorsque la vitesse devient 
mfinie. Mais, d'autre part, au lieu du cylindre défini par l'équation (61), 
n <>U8 aurons une surface développable dont l'arête de rebroussement sera 
située à distance finie, (du moins tant que la vitesse du piston ne sera pas 
estante). 

*^s lors x, considéré comme fonction de a (t étant regardé comme cons- 

n *) peut présenter deux sortes de singularités : t° celles pour lesquelles^— 

D ul, analogues par conséquent à celles dont nous venons de parler ; 
^Ues qui correspondent à l'arête de rebroussement de la surface. 

^ ^%t ce que l'on peut vérifier directement par l'étude de la dérivée ~ • 



(62) 
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Si, en effet, on différencie les formules (59), (60) pour I constan 
trouve 

da = [(/ - /. y/K. -£-» - />,)] dt t 

Eliminant rfi ot on aura la valeur de — par le quotient des dér 
■rp • . - , du moins tant que la première do ces quantités ne s'annuler; 

Par conséquent, sauf le cis de tu ~ 0, de u> = x lequel, comme no 
savons, ne peut se produire qu'au contact du piston, il ne peut y 

d'autres singularités que celles pour lesquelles -yt- s'annule et par c 

tin 

quent aussi -tj-. Comme on sait, ceci caractérise un point de rebro 

ment de la courbe décrite par le point (a, x) lorsque t varie. Les déi 
premières de x par rapport à a et à / restent alors continues, mais le 
rivées secondes deviennent infinies. 

Ici, d'après les formules (62), ce point de rebro usseincnt est dono 
l'équation 

(68) (, -'->£sl£: +^-°- 

105. — L* interprélat ion physique de cette circonstance est d'ail 
simple. Il suffit de nous rappeler que chaque génératrice de notre « 
loppable représente la propagation, avec la vitesse /'(<•>, d'un mouve 
déterminé, caractérisé par un système de valeurs déterminé de u et < 
Un point de l'arête de rebroussement de notre surface correspond à la 
contre de deux génératrices extrêmement voisines, par conséquent 
remontre de deux ondes consécutives, la seconde rattrapant la premiè 

IfMK — Si, au lieu de la surface représentative des déplacement 
considérait celle qui figure. t»n fonction do a et de t, lc> dilatations, ou 
qui ligure les vitesses, les deux ondes consécutives tl«ml no:is veao< 
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parler correspondraient, sur Tune quelconque de ces deux surfaces, à deux 

génératrices ayant mêmes projections horizontales que celles de ladévelop- 

pable. Ces nouvelles génératrices ne se rencontreraient d'ailleurs plus dans 

J'espace, et le point de rencontre de leurs projections horizontales serait 

simplement le pied de leur perpendiculaire commune, de sorte que l'arèle 

de rebrousseraient de notre développable correspond à la ligne de striction 

de la. surface des dilatations ou de celle des vitesses, ces surfaces ayant, en 

chaque point de cette ligne, un plan tangent vertical. 

"1 ©7. — Les surfaces ainsi construites permettent de se figurer d'une 
manière simple le phénomène qui nous occupe, en considérant leurs sec- 
tions par les plans t = const. Cha- 
qne point fi (fig. 12, 13) d'une 
tel le section appartient en effet, à 
uoe certaine génératrice, corres- 
pondant à une onde déterminée, 
e * nous savons que ces différentes 
° n des se déplacent avec des vitesses 
1 ne^çales, suivant qu'elles sont plus 
°** moins comprimées. Par con- *'£• *^ 

^^(luent, pendant un temps donné t' — t, elles auront décrit des chemins 
111 ^£§raux, et la courbe de section, lieu du point ji, se sera déformée. Si les 
oncles d'avant sont celles qui se propagent le plus rapidement, les distances 

horizontales auront augmenté 
et la courbe se sera étalée dans 
le sens horizontal {fig. 12). 
Mais, dans le cas opposé, 
(fig. 13) la courbe tend au 
contraire à se redresser et rien 
n'empêche qu'à un certain ins- 
tant T, une de ses tangentes ne 
devienne verticale. Si l'on sui- 

.,. JO vait la même déformation aux 

rig. lo . 

instants suivants r, on verrait 

tnc li liaison de cette tangente sur la verticale changer de sens et les diffé- 

°' e « parties de la courbe se dépasser les unes les autres, absolument 

wn Oae il arrive dans une vague qui déferle. 

^8» — Dans le cas de la loi de Poisson ou de celle de Mariotte, les 
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ondes les plus comprimées sont celles qui se propagent le plus vite : autre- 
ment dit, la vitesse /' (ai) est une fonction décroissante de *». Nous nous 
placerons donc dans l'hypothèse où celte condition est vérifiée (•). Alors 

comme - - est croissant avec u , il faudra que cette dernière quantité soit 

croissante avec le temps ; — autrement dit, que le piston ait une accéléra* 
tion positive — pour qu'une onde puisse en rattraper une autre née anté- 
rieurement a elle. 

du 

Si donc on donne au piston un mouvement à accélération -rf négative 

(autrement dit. dirigée dans le sens de la décompression), les ondes ainsi 
engendrées ne se rattraperont point. De fait, la formule (88) où Ton a 
/'(u>) <. montre que le point de contact de la génératrice de notre dê- 
veloppable avec l'arête de rebroussement correspond à une valeur négative 
de l — ( u et, par conséquent, aussi de a. La surface représentative du 
mouvement n'offrira aucune singularité, et donnera bien l'équation d'un 
mouvement physiquement possible (du moins tant que n'interviendra p£« 
le phénomène signalé au n* 1 02). 

100. — Supposons, au contraire, que l'accélération -* ■ • soit, à un ins- 
tant quelconque, positive. Alors, l'onde née à cet instant rattrapera l'onde 
immédiatement antérieure, à un instant / donné par l'équation (88), soit 

- '• du, / V K) 

liP temps nécessaire pour que la rencontre des ondes consécutives se 
produise est, comme on le voit, pour une même valeur de la vitesse, d'au- 
tant plus considérable que l'accélération du piston est plus petite. Dans le 
cas, précédemment examiné, où l'on aurait affaire à des mouvements inti- 
niuient petits, cette rencontre serait indéfini mène éloignée. 

Si l'accéléra lion était celle qui est due à la pesanteur, le gaz étant primi- 
tivement à la température 0° et à la pression atmosphérique normale. U 
quantité/ (to Q ) serait initialement, c'est-à-dire pour(% ■= i) égale à la vi. 



•t On prul r«»marqu«*r qui* l'ii>potu«-«« oppose yj(**) > ni» pourrait être r*n- 
fi.V, «m du rti'iin* n*> pourrait VMr- cotutuinmmt. uni quoi ;» tarait, a partir «l'os 
r*»ttjin ninitit*nt, inf : rirur à un* .\|»r»«i»i»n *[>• la fonu** 3). Ci* dont nou» auwa 
iiiwntr* l'nnpoMiluliUS au n u 114. 
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tesse du son soi», pour l'air, 330 mètres environ par seconde. f/4^\ aurait la 
valeur — *^-f = _ m ^ . En prenant j-° = - , on trouverait que 

la première onde ne serait rattrapée par les suivantes qu'au bout d'environ 
28 secondes, temps pendant lequel elle aurait parcouru un peu plus de 
9 kilomètres. 

Au contraire, dans le cas où le gaz serait comprimé par une explosion, 
comme dans les expériences de M. Vieille dont nous parlerons tout à 
l'heure, les ondes se rattraperaient dans l'intervalle de quelques centi- 
mètres. 

En tout cas, ce qui est certain, c'est que, cette fois, la singularité ne 
saurait, comme dans l'hypothèse traitée au n° 193, se produire au contact 
du piston. La valeur de t — t est toujours différente de : c'est dans la 
masse même du gaz que les ondes se rencontreront. 

SOO« — Nous avons vu que la compression ne pouvait, dans l'hypo- 
thèse actuelle, devenir indéfinie. Il est, par contre, aisé de voir qu'on peut 
lui faire atteindre une valeur aussi élevée qu'on veut avant que le phéno- 
mène dont il s'agit se présente. 

Cherchons, en effet, la condition pour que ce phénomène n'ait pas lieu 
avant l'époque T. Le temps t donné par la formule (63) devra être infé- 
rieur à T, soit 

/ -l. ÏLi /! K) <* T 

Or, cette inégalité exprime que le produit A = (T — / ) y/(w ) est dé- 
croissant ( ! ) On peut toujours faire croître la compression assez lentement 
pour qu'il en soit ainsi. Cette condition est même compatible avec celle-ci 
que «) ait, à l'instant T, une valeur donnée arbitrairement petite. En effet, 
y ; (cD ) est égal à la dérivée changée de signe du produit dont nous venons 
de parler par rapport à t, pour t — T, dérivée à laquelle on peut assigner, 
sans que A cesse d'être décroissant, une valeur (négative) arbitraire. 

Cette valeur peut même être nulle, de sorte que l'on pourrait arriver à 
une compression indéfinie, si l'on pouvait augmenter indéfiniment la 
vitesse du piston suivant une loi convenable. 



(«) Ceci est, au reste, évident a priori d'après l'équation (59), puisque nous 
avons à exprimer qu'une onde quelconque est, à l'instant T, en arrière de celles qui 
sont nées immédiatement avant elle 
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SOI. — Nous venons de supposer le produit A toujours décroisant. 
(Juarriverait-il si Ton reniait, au contraire, le mouvement du piston de 
manière à ce que ce produit conserve une valeur constante? 

Dans ces conditions, loutes les ondes se rattraperaient à l'époque T. Au- 
trement dit, loutes les génératrices de notre développante se rencontreraient 
en un même point. 

Celle développai le se réduirait donc à un cône, cône évidemment égal 
au cône C considéré au n* 18*1. La trace d'un tel cône Mir le plan a -- M 
fournirait ainsi le mouvement qu'il conviendrait de donner au piston pour 
que A soit constant. 

L'équation (59) montre que la valeur constante de A n'est autre que 
l'abcisse du sommet du cône, c'est-à-dire du point de rencontre commun 
des ondes. 

202* — On ne peut d'ailleurs continuer ce mouvement du piston jus- 
qu'au temps / = T, puisqu'alors la densité et, par suite, la vitesse devien- 
draient infinies. 

Supposons qu'on le continue jusqu'à un instant / t , — pour lequel m, 
aura une certaine valeur u, et u> une certaine valeur w, — , et qu'ensuit*» 
on diminue l'accélération de manière que l'onde née à l'instant f, ne soit 
plus rattrapée par les suivantes avant l'époque T (par exemple, qu'on rende 
le mouvement uniforme pour t > t x . Alors, pour a infiniment voisin de 
(t — O/.'^i) m&is inférieur à cette quantité, la vitesse u serait sensible- 
ment égale à u, et la dilatation à tu,. En particulier, pour t — T, ces valeurs 
de u et de 10 conviendraient au point a -= A — i, c étant un nombre posi- 
tif infiniment petit. 

Or, pour / = T, a r= A 4- i, on a u = 0, w = I . 

Donc, pour / = T, a = A, la vitesse et la densité changeraient brusque- 
ment : an serait en présence d'une discontinuité du premier ordre et non 
plus du second. 

2IKI. — A partir de la rencontre des ondes consécutives, les équations 
(59) et (60) restent de donner un mouvement physiquement acceptable. 

C'e^t te que mettent déjà en évidence la surface des vitesses et celle de* 
dilatation* puisque la -ection d'une de ces surfaces par le plan I -.-: T a uno 
tangente verticale (/ty. 1.1) et que. i*>ur / — T -t- S le signe du coefficient 
angulaire de la tangente change en certains points, de sorle que cette 
cou ri m' t»*t coupée en plusieurs |M»int* par une ordonnée convenablement 
choisir*. (Mi serait de* lors conduit, |Miur une même |»arhVule et un même 
instant, a plusieurs valeurs de la vitesse. 
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204. — Pour reconnaître le même failà l'aide de la développante repré- 
sentative du mouvement, rappelons-nous qu'une développable est partagée 
par son arête de rebroussement en deux nappes et qu'une génératrice quel- 
conque passe d'une nappe à l'autre au moment où elle touche cette arête 
de rebroussement. 

Dans la développable considérée actuellement, si T est l'instant où la 
génératrice G correspondant à l'onde initiale touche l'arête de rebrousse- 
ment (en admettant, pour Gxer les idées, qu'elle attei- 
gne cette arête pour t positif et soit, d'autre part, la 
première à l'atteindre), toute la portion correspondant 
à I <T appartiendra à une première nappe. La 
section par le plan t =T — e sera une certaine courbe 
venant se raccorder, en un point de G , avec la ligne 
droite, section du plan x = a (flg. 14). **''* 

Pour t = T -+- «, d'après ce que nous venons de dire, la génératrice G 
sera passée sur la seconde nappe de la surface. Donc, la section de cette 
dernière par le plan t = T -h e ne viendra se raccorder avec la droite x = a 
qu'après avoir franchi l'arête de rebroussement. 

Pour une telle valeur de t> x serait représenté en 
fonction de a par une ligne ayant, non plus la forme 
représentée (fig. 14), mais celle qui est représentée 
dans la figure 14 b " et qui détermine avec la droil&r — a 
un petit triangle mixtiligne. Ceci est physiquement 
®* * absurde, puisque toutes les ordonnées qui traverse- 
raient ce triangle donneraient trois valeurs de x pour une valeur de a. 

205. — Un nouveau problème se pose donc à nous, la recherche de la 
singularité qui prendra naissance à partir de l'instant T. Dans le cas par- 
ticulier considéré tout à l'heure (n° 202), cette singularité était une dis- 
continuité du premier ordre. Nous sommes donc conduits à nous demander 
s'il n'en serait pas de même dans le cas général. 

A cet effet, il faut d'abord étudier les conditions de propagation d'une 
telle discontinuité. 

Cette étude ne saurait se faire, comme celle des discontinuités du second 
ordre, à l'aide de l'équation (8) du mouvement : car les raisonnements qui 
conduisent à celle équation supposent la vitesse continue. 11 semble même, 
au premier abord, que les principes généraux de la Dynamique impliquent 
une telle discontinuité, et même l'existence de l'accélération, puisque c'est 
celle-ci qui fait connaître la force. Nous allons voir cependant que, conve- 
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nablement appliqués, ces principes permettent de rendre compte du phéno- 
mène dont il nous reste à traiter. 

Le fluide étant toujours rapporté à un état initial homogène, soient w,. u, 
les deux valeurs de u départ et d'autre de la discontinuité; n> lt o» t , celles de 
la dilatation ; p lt p %% celles de la pression ; 6, la vitesse de propagation 
(comptée sur notre état initial). Nous aurons d'abord la condition cinéma- 
tique 

(64) u, — u % -+- 6 (w, — » t ) = 0. 

Pour écrire maintenant la relation dynamique qui existe entre lesforc**s 
agissantes et le mouvement, considérons deux positions consécutives 
A A', B B' occupées aux instants I et / h- dt par la tranche de discontinuité 
et dont la distance est, par conséquent, sur l'état initial, mesurée par Ml. 
Nous allons appliquer au petit volume fluide A A', B B' dont la masse est 
p o S0rf/, en désignant par S la section du tube, et qui en supposant pour 
fixer les idées 6 positif) passe de l'état u t% p i% u>J à l'état (u |t p i% *>,), l'équa- 
tion fondamentale de la dynamique, en écrivant que la variation de sa 
quantité de mouvement, pendant le temps dt 9 est égale à l'impulsion totale, 
pendant le même temps, des forces qui agissent sur lui. Celles-ci sont, 
d'une part (s'il y a lieu) les forces appliquées aux éléments de masse et 
dont l'impulsion fera de Tordre de dt* puisque la force elle-même et la 
durée de sou action contiendront toutes deux dt en facteur ; d'autre part, 
les pressions sur les deux surfaces A A', BB , dont les impulsions respec- 
tives seront p % Sdt, — p t Srf/. 

La vitesse de la portion de fluide envisagée, passant, pendant le temps 
dt, de w i k u,, il vient (en divisant par Srf/) 

65) />, — p*=?o*( M i — "i • 

Comme on le voit, le fait qu'une force finie (la différence de pressioo de 
part et d'autre de la discontinuité) produit, non une accélération, mais un 
changement brusque de vitesse, s'explique d'une fa«;on toute naturelle ; il 
tient k ce que, grâce à la propagation de la discontinuité, la force en que* 
tion n'est pas appliquée, comme il arrive d'ordinaire, à une ma «se de gran- 
deur détermina, tnuis à une masse infiniment petite avec le temps pendant 
lequel on la considère. 

£<MI« — Après avoir écrit les deux équation* (64 -, (65), Riemann en 
obtient une troisième en exprimant que le changement de densité dans un 
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tranche traversée par ia discontinuité se fait sans dégagement ni absorption 
de chaleur et est gouverné par la loi de Poisson, soit 

(66) A »7 = Pi»î. 

égalité qui, au reste, est vériGée d'elle-même si le gaz, parti d'un état par- 
faitement homogène, est arrivé à son état actuel par des transformations 
satisfaisant toutes à la loi de Poisson. 

Par conséquent, si deux régions contiguës du fluide sont en discontinuité 
du premier ordre, il faut, pour qu'il y ait compatibilité, l'équation (66) et 
l'équation 

(67) (u, — u t y = - (p t — ft ) (» f — eu,) 

Po 

obtenue en éliminant 6 entre (64) et (65). 

207* — Si ces conditions sont remplies, la discontinuité se propagera 
avec une vitesse 8, solution commune des équations (64) et (65). On peu t 
exprimer celte vitesse en fonction des pressions et des densités, de manière 
à obtenir une expression analogue à (24). L'élimination de u t — u, donne 



/ Px—P* 



«») --%/ „■/-■--,) ■ 

On voit que, contrairement à ce qui arrivait pour l'expression (24), la 
vitesse dépend ici des deux pressions et des deux densités. Si l'on considère p 
comme l'ordonnée d'un point dont l'abscisse est w f les couples de valeurs 
i^aPi) e * (^i» Pi) correspondront à deux points situés, d'après (66), sur 
une même courbe de la forme 

(2*) pw m = A. 

La quantité sous le radical, dans la formule (68), est, au facteur — - 

Po 
près, le coefûcient angulaire de la droite qui joint ces deux points. 

La quantité analogue qui intervenait dans la formule (24) correspond de 
même au coefficient angulaire de la tangente à la courbe (2'). Lorsque la 
discontinuité est infiniment petite (p x très voisin de p % ) la vitesse 6 est, 
comme il était naturel de s'y attendre, sensiblement égale à celle qui cor- 
respond à une discontinuité du second ordre. Mais il en est autrement si/?, 
est notablement différent de p t et, en particulier, pour un système de va- 
leurs déterminé de ^ et u> t , peut prendre des valeurs aussi grandesqu'on 
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veut pour p t suffisamment grand. Ainsi la marche de Tonde n'est plus 
figurée par une caractéristique, mais par une ligne de direction quelconque. 

208. — L'influence ainsi exercée par une discontinuité du premier 
ordre sur la vitesse de propagation apparaît clairement dans les expériences 
de M. Vieille (»). 

Ces ex)>ériences ont consisté à provoquer, soit par la détonation d'un* 
petite quantité d'explosif, soit par la rupture {sous l'influence d'une forte 
pression d'air d'ampoules de verre ou de diaphragmes de collodion, un 
ébranlement assez énergique dont on enregistre la marche dans un tube 
bien cylindrique et parfaitement clos. 

Si Tonde ainsi produite était du second ordre, il résulte des considéra- 
tions précédentes que sa vitesse de propagation serait rigoureusement indé- 
pendante de la nature du mouvement propagé, et égale à la vitesse du son 
dans le milieu primitif (330 mètres par seconde, environ). 

Or, en élevant suffisamment la pression, M. Vieille a pu obtenir de» 
vitesses de propagation supérieures à 1200 mètres. 

On voit que ce seul fait suffit à mettre en évidence l'existence d'une 
discontinuité du premier ordre et à montrer qu'elle modifie la vitesse de 
propagation. 

D'autre part, si Ton inscrit, à l'aide d'appareils appropriés, la loi de 
variation des pressions en un point, on constate qu'à une certaine distance 
du lieu de l'explosion, la pression atteint immédiatement sa valeur maxima, 
tandis que, dans certaines expériences au moins, le même tait ne se met 
pas en évidence au voisinage immédiat du point de départ. Les tracés obte- 
nus montrent donc alors la discontinuité comme étant initialement du 
second et changeant de nature au cours de sa propagation. C'est le phéno- 
mène même que nous avons considéré dans ce qui précède. 

SOO. L'objection d'Hngoniot. — Les conclusions que nous venons 
d'obtenir ont été établies dans l'hypothèse où la loi de Poisson était appli- 
cable. 

Hugouiot a montré que cette hypothèse n'était plus légitime dans le cas 
des condensations ou dilatations brusques. 

Reportons- nous, en effet, à ce qui a été dit au n* ISil ch. III). En cet 
endroit, nous avons établi que Texprcs*ion de la quantité de chaleur déga- 



(») C.-R. Ac. Se. 18US18.1», Msmunul de* l'omit?* et Saljh'trts, tome 10, p. t«7- 
200; 10W. 
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La relation en Ire les deux pressions et les deux densités s'obtient en 
éliminant u t — u, entre (64 et (69), soit 

(70) fr-p.)^--,) Œ ^ (Pi mt _ Pt ^ 

210. — Telle est la relation qu'Hugoniot a substituée à (M) pour 
exprimer que la condensation ou dilatation brusque se fait sans absorption 
ni dégagement de chaleur. On lui donne actuellement le nom de loi ad tu- 
ba (i que dynamique, la relation (66), qui convient aux changements lents, 
étant désignée sous le nom de loi adiabatique statique. 

Lorsque p t est très voisin de p, et q>, de w n toutes deux donnent 

^ + «^ = 0. 

P b> 

Dans le cas contraire, il est aisé de voir dans quel sens ces deux relations 
diffèrent entre elles. Celle de Poisson donne 



Pt W 



tandis que la valeur déduite de la formule (70) est 

(« + 1)21 _(„_!> 



(70) 



Pi m -h i — ^ m _ f) ^ 



Soit r = -* . Les deux fonctions r* et — — j : — ■ r— , ont resnec- 

w, m -h I — \m — i)r f ■ 

tivement pour dérivées logarithmiques - et 

m -h I m — I 

m -+- I) r — (in — I) m h- I — (m — 1) r 
4m 

~~ 2r (m* -+- 1) — (1 -*- H) (m*~^T, 

pour r voisin de I, la seconde de ces deux fractions est plus grande que la 
première ('). Si donc, regardant p t et eu, comme connus, on considère *, 



• ( ) Ko leur donnant le numérateur commun 4 m, la différence d?§ déoomiaatesrfl 
est 

tr m* -f |) — (t t r*>) (m* — I) - 4r — — il — »)» (m* — I). 
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I comme une abscisse et p à comme une ordonnée, les équations (66) et (70) 

F représenteront deux courbes osculatrices en leur point commun et dont la 

seconde monte plus vite que la première : autrement dit, pour une même 

variation de la densité, la pression éprouve un plus grand changement 

d'après la loi d'Hugoniot que d'après celle de Poisson. 

U v a plus : le rapport des pressions est nul ou infini dans la manière 
de voir d'Hugoniot sans qu'il en soit de môme du rapport des densités, 
*«.voir, pour la valeur 

w. m -h 1 



u) 9 m 



Le second membre de cette égalité est, nous l'avons vu, à peu près égal 
** six pour la valeur admise du coefficient m. Ainsi, dans une discontinuité 
°*i la densité varie du simple au sextuple, la pression devient nécessaire- 
rile Ql nulle ou inGnie. 

Quant à la vitesse de propagation, il est clair que si (outre p { et w,) on 
°°Be eu,, elle sera plus grande d'après (70) que d'après (66), et que l'in- 
Vfhp se aura lieu si c'est p 2 qui est donné. 

*fct !• — Après le passage de la discontinuité du premier ordre, le pro- 

c ***it j pw m redeviendra constant en fonction du temps. Mais il est clair qu'en 

S^néral ce produit aura une valeur différente pour chaque molécule : de 

Bo *te qu'ensuite l'équation aux dérivées partielles du mouvement n'aura 

Plus la forme (8), mais bien la forme (6) (avec X = 0) et cela, môme si 

* e £^az était parfaitement homogène avant le passage de la discontinuité. 

* sera une fonction de a dont on obtiendra l'expression en calculant ce 

H***est la discontinuité au moment où elle atteint la molécule d'abscisse a. 

La forme de celte fonction dépend donc de toutes les circonstances anté- 

^euresdu mouvement et, par conséquent, si l'on tient compte de l'objection 

<* Hugoniot, on voit qu'il n'existe aucune équation de la forme (8), ni 

i même de la forme (6), qui soit vérifiée par tous les mouvements d'un gaz 

I donné. Comme le remarque Hugoniot, pour obtenir une telle équation, il 

& faut considérer k, dans l'équation (6), comme une fonction inconnue de a t 

S et l'éliminer en difîérentiant par rapport à t. Ceci donne, comme il est aisé 

S de le voir, deux équations aux dérivées partielles du quatrième ordre ('). 

■ l 1 ) Hugoniot, dans son Mémoire, obtient, comme résultat de cette élimination, une 

■ Mule équation du troisième ordre. U y a là une erreur, tenant à ce que l'auteur 

■ ln Ppose préalablement effectué un certain changement d'état initial, lequel suppose 

■ ** ^«naissance de la fonction k. 

H*friMARP 13 
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21%. — I^'s ex|*érieiues de M. Vieille paraissent confirmer les vu* 
d'Hugoniot que nous venous d'exposer. DanH le seul cas où l'on «il p 
enregistrer a la fois les différences de pression et les vitesses de propagatioi 
les premières étaient d'environ 3 atmosphères, les secondes de 601 à 6( 
mètres par seconde, valeur à peine différente de celle de 600 mètres qi 
correspond à la loi d'Hugoniot. I^a loi de Poisson donnerait une vitesse u 
peu plus faible (environ 14 mètres de moins). 

La divergence entre les deux hypothèses devient plus accusée lorsque 
passe à des discontinuités plus intenses, comme celle que produit le moi 
veinent de* projectiles d'artillerie. Ceux-ci sont lancés avec des viles* 
telles que 800 à 1 200 mètres. Ils sont précédés d'une onde aérienne qu 
du moins dans sa partie frontale, est du premier ordre, sensibleme 
plane et se propage avec la même vitesse qu'eux. Or, quoique 
mouvement de l'air soit évidemment assez différent, de ceux que not 
étudions dans le précédent Chapitre ('), il existe une remarquable conco 
tlanee entre les résistances éprouvées par le projectile et les différences < 
pression correspondant aux valeurs observées de la vitesse. Ainsi on trouv 
par exemple, une résistance mesurée de 15 kilogrammes par centime! 
carré pour une vitesse de 1200 mètres, laquelle correspondrait, dans 
théorie d'Hugoniot, h p t — p t = 15 k|r ,64. ïa loi de Poisson exigerait, i 
contraire, une surpression de 17**,24 (*). 

%!!!• — Considérons maintenant une discontinuité du premier ocA 
quelconque, l'état du gaz étant caractérisé à gauche de cette discontinus 
par les quantités p tt u>,, u t et à droite par les quantités p„ ca> t , t* t . 

Kn général, il n'y aura pas compatibilité : un nouveau mouvemei 
prendra donc naissance et il y a lieu de rechercher les valeurs de p, m et 
c-orres|>nndantes. C'est ce que nous allons faire en nous plaçant suceessivi 
ment dans l'hypothèse de Riemann (celle où la loi de Poisson reste exacte 
et dans celle d'Hugoniot. 

Nous g opposerons d'ailleurs, dans le premier cas, que Tétât considrr 
provienne d'un état antérieur parfaitement homogène, et que, par con» 
quent. on ait, pour tous les états envisagés, l'équation .2). 

Kn considérant encore une fois w et p comme des coordonnées, cell 



<' U i»«l clair, d'un»» part, qu'il y a 4coultm*nt latéral, «l'autre part, qu* U ritii 

t nirf riVit paa la (iit1*r<»no* cnlr? la preuion à la tête du projectil* H U pmata 

at'ii.*|.h. ri.jm» onluiair*». niait entiv la pr<*»Mon df t*l> ft la presiioa à l'arri^n 

Ij'jufll.* r%\ jtlui jutitf <|u<» U pr<»«*ion atmoapb^rn] tic. Comparer plu* loin. n*SS1 

-' \i»-u.LS, Mém. I'vud Saij>., /uc. cit., p. £&. 
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équation représente une courbe dont font partie les deux points (eu,, p t ), 
(w,, p,) et sur laquelle devra également se trouver le point (w,j)) corres- 
pondant à l'état inconnu qui s'élablira dans la tranche intermédiaire. De 
plus, si u désigne la vitesse dans celte tranche, on devra avoir 



— w) 



(T*) 



— s-v/ »-^— > 



e '» par conséquent, en éliminant u 

■T») a = «, - u, = \/F t - \/P t 

P» «t P, désignant respectivement les quantités qui figurent sous les radi- 
c *- +-mx des deux formules (71). 

JMise sous forme entière, l'équation précédente peut s'écrire sous l'une 
d&j» formes équivalentes 

a*) 1 



çr; 



*) 



V 4a* P, = (P, - P, -H a*) 
? 4a« P, = (P, - P, - a s ) 



o€k a désigne w, — u % . Dans le système de coordonnées adopté elle repré- 
sente une conique inscrite au rectangle A 4 A â B, B â (fig. 15) qui a pour 
soumets opposés les deux points A t , A a 
* dont les côtés sont parallèles aux 
&xes. La corde G & D, qui joint les points 
4 « contact avec les côtés A, B a , A, B 2 
a pour équation P t — P 8 h- a* = 0, 
e * la corde analogue C 2 D a (fig. 15), 
*« — P a — a* = 0, pendant que 
*i — P 2 =0 représente la diagonale 




Fig. 15 

H est aisé de voir que, pour a* compris entre et — (p 4 — p 8 ) (*» 2 — tu,), 

1 • ^° 

la conique (73) est une ellipse et que, lorsque a 8 dépasse cette limite 

fy(/>t — p a ) (ti> 2 — u),), elle est une hyperbole ayant ses deux branches 

res pectivement comprises dans les opposés par le sommet des angles A t et 
A tdu rectangle. 

"*>ns les deux cas, cette conique coupera notre courbe (2') en deux 
P^ls A', A' situés, l'un sur Tare C, D„ l'autre sur Parc C 2 \) 2 . 
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Mais pour que la solution correspondant à l'un des points A' ou A 
acceptable, elle doit satisfaire a une condition d'inégalité que noua n*i 
pas encore écrite. La tranche intermédiaire devant être contiguê à ga 
avec le mouvement (/>,, (*>,, u t ) et à droite avec le mouvement (p t , » r 
on doit évidemment avoir 

(74) e t < o t . 

Les quantités 6, et t seront don n es par l'application de la formule 

en fonction de u — u, et de u — w t , c'est a-dire de ^P t et de v P tf les 
eaux ayant la même détermination que dans l'équation (72). 

On voit alors aisément que, des deux points A' et A', il en est tou 
un et un seul qui satisfait à l'inégalité (74) cl qui, par conséquent fo 
la solution du problême posé, solution dans laquelle le mouvement i 
média ire se propage en sens contraires à l'intérieur des deux mouveo 
primitifs. Il est clair, d'après ce qui précède, que la pression et la de 
du nouvel état ainsi créé seront on non comprises respectivement ent 
pressions et les densités primitives, suivant que la différence des vi 
données u t et u t sera inférieure ou supérieure à la moyenne géomét 

entre p, — P, et - (w, — *.,) = - — - • 

P« Pi .-'i 

2 1 !• — Mais on peut présenter cette même discussion sous une 
à certains égards plus simple en donnant un nom aux seconds mei 
des équations (71). 

p,, o> ( étant toujours censés représenter les coordonnées du potn 
et p,. cu i représentant de même les coordonnées d'un second point A t 



venons 



de donuer à l'expression t / - (p, — pj («, — *>, » (le radical 

v ?• 

pris avec le signe -h) le nom de distance hyperbolique des deux | 
A t) A t et de la désigner par la nolation A, A ,. 

Cette dislance hyperbolique ne sera d'ailleurs réelle, bien entendu < 
les quantités «*>,, b> i ont un ordre de grandeur inverse de celui de p, 
p,. Mais c'est ce qui aura toujours lieu si les deux points considérés a 
tiennent à la courbe (2'). 

Ola posé, lorsque nous donnons deux états du fluide entre le* 
existe une discontinuité du premier ordre, ce* deux états sont repréi 
par deux points A,, A s de la courbe (2 ) ; et l'état cherché, par on trui 
point A de la même courbe. 1-e» différences u — i/,, u — i# t auront 
pour valeurs absolue* les distauce* hyperboliques A A 4 , A A,. Si nous 
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posons toujours 6, < 0, 6 t > 0, u sera extérieur à u t et à u % ou compris 
enire ces deux quantités suivant que p sera compris entre p t etp 2 ou leur 
sera extérieur. Dans le premier cas, la différence des deux vitesses données 
«, et u 2 sera égaleà la différence de AA t et de AA S , lesquels sont tous deux 
inférieurs à A t A 2 . Dans le second, |w, — u % \ sera la somme des dis- 
la n ces TlK[ et AA 8 , dont l'une au moins est supérieure à A, A 2 . 
Donc la première hypothèse correspond nécessairement à 

I "i — "* |< Â7T 8 
et èa seconde à 

I w, — w 2 1 > âts~ 2 . 

inversement, d'ailleurs, sur le segment A t A s de la courbe (2'), la diffè- 
re nce À A, — A A a prend évidemment une fois, et une seule, toute valeur, 
positive ou négative, inférieure en valeur absolue à À t A 2 et, sur les arcs 
r^»taots de cette courbe, la somme A A, -h A A, prend une fois, et une 
s^ule, toute valeur supérieure à A t A 2 . 

Laconique (73) est le lieu des points tels que la somme ou la différence 
de leurs distances hyperboliques à A t et à A 2 ail une valeur donnée : on 
P^*it dire qu'elle a A, et A 2 pour foyers hyperboliques. Elle se réduit aune 
droite double lorsque cette valeur donnée est nulle, ou lorsqu'elle est égale 
^ 1« distance À, A,, absolument comme il arriverait si, au lieu de distances 
hyperboliques, on avait affaire à des distances ordinaires. 

Si la pression p est extérieure hp t et àp 2 , nous savons par le n° 118 
1**"elie leur est nécessairement supérieure lorsque la discontinuité donnée 
e *t comprimante et qu'elle leur est inférieure lorsque cette discontinuité est 
dî étante. 

Dans le cas contraire, celui où p doit être compris entre p x et p 2 , le choix 

en *re les deux points d'intersection de la courbe (2') avec la conique (73) 

8e fera très simplement si l'on remarque que, pour u t — u % >> 0, c'est-à- 

lr ^ (n° 116) si la discontinuité est comprimante, le point A est plus près 

ae celui des deux points A,, A 2 qui correspond à la plus grande pression 

ÎL 1 ^ de l'autre, c'est-à-dire que, pour p, > p t , la distance hyperbolique 

^t est plus petite que la distance hyperbolique A A 2 (car on a alors p<p,, 

**f ^p ; u — Mj = AT,, u — w 2 = AA 2 ). Le contraire a lieu pour une 

^^continuité dilalante. 

^O versement, le point ainsi choisi satisfera bien à la condition 

u t — u % = ± A A, ± AA 2 , 
*• lignes étant précisément ceux qui correspondent à 6 t < 0, 8 2 > 0. 
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915. — Mais il faut noter que les points A' et A" peuvent fort bien ne pa* 
être les seuls points d'intersection de la court»* (2'> et de la conique 73 
A est bien le seul point de (2'; situé sur l'arc (I, l) t ; et, de nu* me, le point A 
est unique sur Turc 4). {).. Mais non ne prouve qu'il ne puisse eiister sur I*»» 
arcs restant» de la conique «lautr s points d'intersection correspondant .i «1»-» 
vitesses 0, et 0, de nu* me sens. Il est même, clair que de tels point* exi*- 
Vront si, par exemple, l.i conique ^73, est tu'"» voisine de la droite Ai Ai. 

Au reste, il est évident a pnovi que des mouvements de celte espèce doi- 
vent se produire ; c'est ce qui arrivera lorsque deux discontinuités du pre- 
mier ordre marchant avec des vitesses différentes dans le même sens ••■ 
rattrapent. 

Si, pour llxer les idées, on suppose que la conique (73) est une ellipse, il 
est clair que les points d'intersection ne pourront être que sur l'arc infé- 
rieur C, Ih i/fy. t:i> situé au dessous de la droite A' A", et non sur Tare supé- 
rieur D| Cj. 

Ces nouveaux points, s'ils existent, seront en nombre au moins égal à deux; 
on voit aisément, qu'ils correspondent à deux mouvement* intermédiaire 
pour lesquels le sens commun des deux vitesses de propagation 4, et t » i <>«". 
le mente, ainsi que l'ordre de grandeur de ces deux vitesses (ceci tient j c 
que les deux points représentatifs sont du même coté de la droite C t C. . 
C'est doue, dans les deux cas, le même sommet de notre rectangle qui deir.» 
être considéré comme représentant l'état de la région de gauche. 

Les mêmes considérations s'appliqueraient si. au lieu de rechercher I* * 
états qui suivent immédiatement une discontinuité du premier ordre tan* 
compatibilité) donnée, on *e proposait de déterminer les état* immédiate- 
ment antérieurs. Seulement il est évident que ce serait alors la région de 
ira uc lie qui devrait correspondre a la plus grande valeur algébrique de U 
\ itesse «le propagation. 

F. n particulier, si, comme uou* supposions tout à l'heure, deux disconti- 
nuités inaii liant dans le uiêiiie sens avec des vitesse» différente» se rallia - 
petit, le- deux discontinuités nouvelles qui naîtront à ce moment se profi- 
teront nécessairement en sens contraires. 

?ltt. — Nous venons de trouver un cas dan» lequel, à un eut donn- 
^position et vitesses du fluide à un certain uistaut correspondaient pt9t**mr* 
mouvements possibles - ,iu moins tliéoiiqueiuent — à partir de cet instant 
Il est à uhsenei que c.» cas n'est pas le seul. 

Kepieiiiiiis, «u itli't. !•• iuMU\i*iuent etmsap* au n 9#l . Nous .non* iu 
que m le piston, api» > avoir atteint, suivant la loi considérée en cet endroit, 
une certaine vite**** «. c.»n^rv»- ensuite cette vites»«> et se meut d'un tnoa 
veinent uniforme, la *uifa<" rtpièseut.tliw» du mouvement se compose de 
•b'ii\ poitiotis de plan* rHii Mf.lr»-. p.u un«> nappe conique, de sorte que ju*- 



r 
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qu'à un certain instant T, il existe deux discontinuités du second ordre seu- 
lement, lesquelles se réunissent à l'instant T en une discontinuité du premier 
ordre. 

Or, les équations générales de la dynamique (en l'absence de frottement), 
possèdent, comme on sait, cette propriété de ne pas changer par le change- 
nt, ent de t en — t ; et il est d'ailleurs aisé de vérifier ce fait sur toutes les 
écj nations précédemment écrites. 

Si donc, inversement, nous nous donnions, à l'instant T une discontinuité 
à mjm* premier ordre définie précisément par les mômes éléments que celle qui 
s * établit à cet instant dans le mouvement dont nous venons de parler, nous 
P «^* xirrions supposer que le mouvement ultérieur se déduit de celui du n° $©f 
P ^^-t le changement de t en — t . La discontinuité du premier ordre se résou- 
** ^^itdonc en discontinuité du second ordre comme il a été indiqué au n° I ©8. 

^1 7. — Il faut toutefois observer que les discontinuités susceptibles de 
*^^ résoudre ainsi doivent satisfaire à des conditions assez particulières. Sur 
^^ cène représentatif du mouvement étudié au n° 901 , on a 

u -+- jr (w) = constante 

^V par conséquent, cette quantité u + ^ (io) doit avoir la même valeur de 

\*^rt et d'autre de la discontinuité. Il est clair qu'il en devra être de même 

chaque fois que dans le voisinage du point conique existera un système de 

Caractéristiques rencontrant toute ligne régulière issue de ce point sur la 

aurface. Or, c'est ce qui se produira nécessairement. Si, en effet, on prend 

l'équation aux dérivées partielles sous la forme (31) ; on voit qu'elle admet Tin- 

tégrale — = constante, — - = constante, c'est-à-dire le plan qui, après la 

transformation de Legendre, correspond à un point quelconque de l'espace 
où a, t, x jouent le rôle de coordonnées. Si l'on effectue cette même trans- 
formation de Legendre sur une surface intégrale à point conique, on aura 
évidemment une transformée tangente au plan correspondant à ce point 
conique tout le long d'une ligne (puisque u et <o prennent en ce point une 
infinité de valeurs). Cette ligne sera donc une caractéristique et sera, par 
conséquent, environnée de caractéristiques infiniment voisines remplissant 
la condition dont il vient d'être parlé. 

11 résulte de là, en particulier, que dans une telle discontinuité, la diffé- 
rence des vitesses est toujours inférieure à la moyenne géométrique entre 
celle des dilatations, divisée par p , et celle des pressions. Cette moyenne a 
eu en effet pour expression d'après les formules (7), (25) 



^/^_=-^î [ ? ?,„,) - o (»,)] = * / (», - » t ) / X »rfo 



mli'» que la différence ilf*» tilf»>M»s e>t 
"i — ". /. ( 



t/i„. 



//(«•») ff««- 



L'ordre de grandeur tlt»s deux quantités m, - - u. et %/ — (tu, — u». ^/»j — § * 

ont ilonr donné par l'inégalit*'- do Sch*arlz (ohap. i, n° 18). 
Lt relation 



75 



m, — Mj^y.vX) — /.(w,) 



doit, d'autre part, Aire complétée par une condition d'inégalité. Dan* I* 
mouvement étudia au n° 901 . I«»s deux dis onlinuilés du second ordr* eii* 
tant ai nnt l'instant T tiennent se rejoiudte à <*cl instant en une disconti- 
nuité du premier ordre comprimante. Si, au contiaire, «»n suivait le moutt- 
meni en sens inverse, connue nous venons de l'indiquer, la discontinuité do 
premier ordre qui existe à l'instant Tel se dédouble après cet instant en deoi 
discontinuités du second ordre serait dilatante. Il est aisé de voir qu'il en est 
forcément aitiM dans tout dédoublement analogue. Il suftlt de remarquer 
encore que I»* signe de la discontinuité dépend (n A * M%G et 91 S) de celai 
du produit [tit —u.) 0, — «ij. Or, le -iu'iie de m, — u* ou, d'après IVqua- 
tion (75-. relui de / («o..» — / <»•*,), est relui «le 1, — Jf puisque non* supposons 
que les onde* le> plu*» comprimée* sont celles qui se propagent le plus lit*. 
Ou voit par là qu'un*» discontinuité d'ordre un. née par la rencontre d«» 
dcu\ tliM'oiitiuuit*'N du second ordre, ne peut pas se dédoubler ensuite, en 
deux dis, unlinuilés du >e« oud ordre, puisqu'elle devrait, pour cela, être dila- 
tante i-t non pa*» comprimante. 

21 H. — Nous avons supposé qu'entre les pressions et les densité* de 
part et d'autre de la discontinuité existait la relation 



66) 



Pi w," 



P: 



S'il n'en était pas ainsi, mmrnc dans l'hypothèse où nous nous plaeons 
«irliirlleini'iit b* produit /* «.» ne peut changer ni d un côté ni de l'autre, il 
«•t»! ini|NisHild«* qu'aux instant* suivants, rette discontinuité soit tout entière 
re|»ortéf» a l'ahs« issi- a . «t,/f % <> n désignant par a l'abscisse de cette dis- 
continuité à rinst.Hit / mesurée sur l'état initial) et en supposant • diffé- 
rent de zéro. NérCHoaireriienl, il restera sur place quelque chose de U 
discontinuité prîmiti\e et loiiunc une variation brusque de pression ne 
|»eut exister, «-munie nous l'avons vu. que dans une discontinuité qui se 
propage. •«• s.uil les densités qui devront rester différente^ Toutefois, il ne 
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Il sera commode, ici, de prendre pour inconnues ( ei ft t . L'élimination 
de p et de u enlre les équations (77), (77') nous donne 

iï«) ?. («Ni - ";*,) - m -^- (P, - Pi) 

( 79) BiîïîVL- 5 »! - b*î^ £ =J?' , « - ?. m ^ (u, - W| ). 

s, » t 4 

Nous supposons que les propagations des mouvements cherchés dans 
les mouvements donnés ont lieu en sens contraires. Si, pour fixer les idées, 
nous admettons encore que l'étal désigné par l'indice 1 est celui de la 
région de gauche, nous devrons avoir 

(80) e, < o, e, > o. 

Or» si on la considère soit comme donnant •., soit comme donnant s g . 
l'équation 79) est du second degré et a ses racines constamment réelles et 
de signes contraires. On en conclut aisément que si, maintenant, on consi- 
dère 6, etO t comme des coordonnées cartésiennes, la cubique représentée 
par cette équation se compose d'une branche impaire (') sur laquelle G, et*, 
sont de même signe (et que nous devons par conséquent, laisser de côté' et 
de deux branches H, H, analogues à celle d'une hyperbole, asymptotes 
aux axes et situées, Tune dans l'angle défini par les inégalités (80 , l'autre 
dans l'angle opposé. La courbe n'admettant aucune tangente parallèle au t 
axes, les valeurs absolues de ( et de 6, varient constamment dans le même 
sens sur la branche impaire, constamment en sens contraires sur H, ou 
sur H,. 

Or l'équation (78 représente une hyperbole, les inégalités 80) étant 
vérifiées sur la moitié d'une des branches. Sur l'arc ainsi déterminé, le* 
valeurs absolues de 8, et de 0, varient constamment dans le même sens. Il 
en résulte que cet arc coupe chacune des deux branches II t et ll t de la 
cubique en un poiut et en un seul, ce qui donne une solution unique de 
la question. Il est à peine nécessaire d'ajouter que l'étude du cas où l«*t 
discontinuité* mobiles seraient du même côté de la discontinuité station 
uaire (cas qui peut théoriquement se pré*enter, d'après ce que nou* avons 
vu au n* 215, mais dont nous ne nous occuperons pas), ne pourrait pas 
se faire, cette foi m, à l'aide des mémos calculs que la précédente, et que Us 
équations à écrire seraient notablement différentes. 



1 lOti «ait 1)11*011 noiinu«* ainsi une branche d« courbe <|oi «»l Coup**» par t»ut# 
droite en un nombre impair <lf poiuU. 



r 
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On pourrait également se demander comment la pression intermédiaire p 
est située par rapport aux pressions p, et p 2 . On répondra aisément à cette 
«question en faisant varier le point (8,, 8 â ) sur l'hyperbole (78) et calcu- 
lant p par les équations (concordantes^ (77), (77') ; il est clair que p est 
«croissant avec | Oj j et | 8 a | . Il suffira dés lors, de substituer dans l'équa- 
tion (79) les points qui correspondent à p = p { et p = p à . 

220. — Le gaz étant primitivement en repos, supposons qu'on com- 
munique brusquement au piston un mouvement uniforme de vitesse 
donnée V. On peut se proposer de déterminer le mouvement qui prendra 
naissance dans ces conditions. 

Comme l'ont montré tout d'abord MM. Sébert et Hugoniot ('), puis Hu- 
S"oniot seul dans le Mémoire cité, les équations de compatibilité précé- 
«Jernment établies permettent de résoudre très simplement ce problème. 

2^o us allons voir, en effet, que, soit dans l'hypothèse de Riemann, soit 
<J<xns celle d'Hugoniot, il existera un mouvement de la forme 

C**-» constant) qui sera compatible avec le repos, la vitesse de propagation 
«^fc-ant, bien entendu, constante. Dans ce mouvement, le gaz restera bien en 
«^«ntact avec le piston puisque, pour a = 0, on aura x = Vf. 

De plus, la quantité k qui figure dans la formule (2') sera constante 
nt^me en tenant compte de l'objection d'Hugoniot, tout en ayant, dans 
oes conditions, une valeur différente de celle qui correspond au repos, k ne 
dépend en effet, que des éléments de la discontinuité : or ces éléments 
*ont ici des constantes. 

tétant constant, l'équation aux dérivées partielles aura la forme (8) et 
^«^ra, par conséquent vérifiée par l'expression linéaire (81). 

Partons d'abord des formules d'Hugoniot : p étant la pression primitive 
at J repos, p la pression inconnue qui existera dans la partie en mouvement, 
■ es équations de compatibilité seront 

* ®-ft) V -+- 8 (u> — 1) = (condition cinématique). 

^"^) p — p =o 8V (condition dynamique). 

(S^\ P_ m -±- \ — (m — l) tu 



Po (w+i)w-(w — !)* 



' I y a lieu de remarquer que la solution serait à peu près évidente si la 
' *> Sehert et Hugoniot, C. R. Ac. des Se, tome XCVIII, p. 507 ; 25 février 1884. 
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donnée du problème était comme au n° IOO t la pression p (supposée coqs* 
tanle et différente de p ). On aurait alors u> par l'équation (84), on par 
l'équation de Poisson, si Ton restait au point de vue de Riemann, pois les 
deux équations [82) (83; se résouJ raient absolument comme au n'SOA. 

Revenons au problème posé, celui où la donnée est V et non plus p. 

Nous prendrons alors pour inconnue : les équations précédentes don* 
neront 

(85) e* - ÎLJ-J. ev - 5» = o. 

* ?• 

Le choix de l'inconnue • offre cet avantage de permettre de décider im- 
médiatement entre les deux racines de l'équation précédente : celles-ci 
sont, en effet, de signes contraires et, si comme nous le supposons toujours, 
le gaz est situé du côté des a positifs, c'est la racine positive qui convient 
seule, la racine négative correspondant au mouvement analogue engendré, 
par le même mouvement du piston, dans une masse gazeuse en repos située 
de l'autre côté de celui-ci. 

Nous aurons donc 

• = 2+J V -. 

Toutefois, une condition est encore nécessaire pour que la solution ob- 
tenue convienne au problème : il faut que l'on ait p > 0. Cette condition 
est toujours remplie pour V > ; mais, dans le cas contraire, c'est-à dire 
si le piston a un mouvement décomprimant, on devra avoir 

°<p7V 

ce qui donne 

,86 vi <f _ 2 *t . 

Pour des valeur* plus grandes «le — V, le gaz cesserait de suivre le 
pi n ton, absolument comme nous l'avons vu au n 102 ; seulement, lorsque 
la vitesse limite êiail atteinte progressivement, son expression était 

V — — _*-.- = — ~ f s / m j'*i quantité supérieure à celle qui est donnée 

par la formule 86 . 

On doit aussi remarquer que,| dans le cas de la vitesse brusquement 
communiquée, la pression et la température absolue deviennent seule* 
nulle* sans qu'il en soit de même de la densité. 




MOUVEMENT RECTI LIGNE DES GAZ 205 

22 !• — Si l'on restait dans les idées de Riemann sans tenir compte de 
l'objection d'Hugoniol, on devrait remplacer l'équation (84) par 

(66') p W ' w = p . 

Celle-ci représenterait, comme précédemment, une courbe dont il fau- 
drait prendre l'intersection avec Phyperbole (p —p 9 ) (1 — u>) = ? V 2 résul- 
tant de l'élimination de 6 entre les équations (82) (83), ou plutôt, avec Ja 
branche de cette courbe qui correspond à 8 > 0. On trouvera encore une 
so/ution et une seule, l'un des points de la courbe (66) dont la dislance 
la^yperbolique au point (1, p 9 ) est V. 

X— a question se présenterait d'une manière tout analogue si le gaz, au 

liota d'être primitivement au repos était animé d'un mouvementée la 

€o rine (81), avec une dilatation u> et une vitesse V . On aurait à chercher, 

sus* une courbe analogue à (66), un point situé à la distance hyperbo- 

I £c£ m-me (V — V ) du point (u> , p ). 

tS222« — On peut aisément déduire de ce qui précède une mesure de la 
rési slance opposée par le gaz au mouvement du piston. 

S> upposons à cet effet celui-ci placé tout d'abord entre deux masses de 
H&GLX. au repos et homogènes entre elles, l'une située du coté des a positifs, 
l'autre du côté des a négatifs. Si, dans ces conditions nous lui donnons 
instantanément Ja vitesse positive V, nous ferons naître, ainsi qu'on vient 
«le le voir, deux ondes se propageant en sens contraires. L'une, correspon- 
daof à la racine positive 6, de l'équation sera de compression; l'autre, 
COrr es pondant à la racine négative 6, de la même équation, sera une onde 
de dilatation. Les pressions correspondantes p x etj? a se calculeront immé- 
dla *«naent à l'aide de l'équation (83) et il viendra 

{8r J A - ft = P. v (6, - 6,) = 2 ?0 V ^/(^JV 

^*^*te quantité représente la résistance cherchée, celle-ci élant la résul- 

***^ <les pressions exercées sur les deux faces du piston. 

^ ^ répression (87) croît à peu près proportionnellement à la vitesse pour 

1*^ tûtes valeurs de celle-ci et au carré de cette vitesse lorsque sa valeur 

^*^ande. C'est précisément une loi assez analogue que l'on observe expé- 

^**talement dans le mouvement des projectiles ; mais avec une crois- 

*^^ un peu plus lente (*). Cette discordance n'a rien qui doive surprendre 



mp 



* 



Ja •* -^ioti que nous l'avons dit au n° fit, la résistance parait avoir sensiblement 
j'o ^* ^Qr qu'elle prendrait s'il n'y avait pas dépression à l'arrière, c'est à dire si 
^^■it p* =j»o (et de plus ^ x = V). 
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et il est intime naturel qu'elle se produise dans le sens que nous venons de 
dire puisque, dans noire tube, le piston ne peul se mouvoir sans refouler 
entièrement devant lui le gaz, tandis qu'à l'air libre, celui-ci peut glisser 
latéralement, ce qui diminue évidemment la résistance. 

Cependant, même en restant au point de vue du mouvement recliligne, 
les considérations précédentes soulèvent deux observations. 

Tout d'abord, elles doivent être modifiées si la vitesse V dépasse la 
limite (86). Alors, en effet, le vide se fait à la face postérieure du pi*ton ; 
par conséquent, la pression (négative) p t doit être remplacée par 0. La 
résistance est donc 



vff'Vc-^'^)- 



En second lieu, il est plus naturel de supposer que le piston acquiert la 
vitesse V progressivement et non instantanément. Ce sont alors les lor- 
mules des n°* 141 et 182, qu'il convient d'appliquer, et non celles dont 
nous venons de nous servir. On devra donc calculer w par la formule 54 », 
(n° 1 8*) et prendre p = ç (w) — p w " m > <* 9 U » donne 

m _ | \\m=\ 



/. m — 1YY 



X = t / — — • désignant encore la vitesse du son en l'état primitif. 
Le même calcul pour Tonde d'arrière donnera 

d'où 

[2m ?m -1 

/. w-!V\w-i /. m — 1 V\m - t I 
( i + -2~ï) -( ! --2-ï) J 

le terme soustractif devant toutefois être remplacé par lorsque V dépa>*e 
la limite trouvée au n° 19%. 

La résistance ainsi cale niée croîtrait notablement plus vite que le carré 
de la vitesse. 

Seulement, à *on tour, le raisonnement précédent ne peut être accepté 
sans objection. Il sup|»OHe, en effet, que la singularité de Kieiiianii-Ilugit- 
uiot ne se produit |kis. Or riiv|HtttuM> conlruire e*4 bien plus vraisemblable. 
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dans les conditions où s'opère, par exemple, le mouvement des projectiles. 
Dès lors, il faudra admettre qu'il naît, à un instant déterminé, deux ondes 
de discontinuité du premier ordre, l'une se propageant en avant, l'autre en 
arrière. Cette dernière, par réflexion sur le piston, donnera une nouvelle 
onde à vitesse positive, laquelle, se propageant plus vite que la première ( ! ), 
1*1 rattrapera. A ce momentdeux nouvelles ondes naîtront ; et ainsi de suite. 
Hugoniot admet que cet échange d'ondes aboutit finalement à la cons- 
titution d'un état identique à celui qui se produirait si la vitesse V était 
communiquée d'emblée au piston. Nous constaterons plus loin, dans un 
cas particulier, que les choses se passent bien réellement ainsi. 

3S23* — Nous allons actuellement aborder la discussion du phénomène 
de Fiiemann-Hugoniot. 

r>Jous supposerons pour simplifier, que le gaz, dans son état primitif, est 
au repos ; que l'onde de léte est la première à présenter la singularité con- 
S1 d«rée, et aussi que le mouvement communiqué par le piston à la partie 
" u fluide qui l'avoisine (partie que nous supposerons située à gauche) est 
**oa ly tique. Nous allons tout d'abord former l'équation de ce mouvement. 
Or* doit, à cet effet, comme nous le savons, éliminer / entre les équalions 
CS»> «t (60). 

£-**&réte de rebroussemenl de la développable ainsi obtenue est définie 
(fl ° * «4) par l'équation 

"** m » ^n général (et nous ne traiterons pas le cas exceptionnel où il en serait 

^"^ment), sera résoluble par rapport à f . Soit l' la fonction de t qui 

**^ t»ituée à L vérifie l'équation précédente. Dans les équations (59) et (60), 

*■«» n'est plus égal à t' t , puisqu'on n'est plus sur l'arête de rebroussement. 



<« = t'a "t- t. 



. *- redeviendront des fonctions de l et de x lesquelles, ordonnées suivant 
, l Puissances de celte dernière variable, manqueront de termes du premier 

^^**« : soit 

.^^> a = a + a^ -+■ a 3 ? 3 -h .., 

Voir plus loin, n° tS8. 




o* 



208 CHAPITRE IV 

««♦ X , fl*. fl 3 * ••• ; x%* **j, ..• étant des fonctions de /, les deux premières 
telles que a = a (/) el x — X (/) donnent les équations de l'anHe de 
rehaussement. Toutes ces fonctions de I sont d'ailleurs analytiques. 
L'équation (881 permet de développer - suivant les puissances de 

tfa — a, à moins que a t ne soit nul à l'origine, hypothèse que nous écar- 
tons encore ( l ). 

Substituant ce développement dans (89), on obtient la valeur de s cor- 
respondant au mouvement de gauche. Nous désignerons cette valeur par X. 

On aura (en désignant par X t , X s , ... des fonctions analytiques de I) 

î 

(90) X = X. + (a, - m) X, -+- (a - a)* X, -t- .... 

224. — Nous supposerons l'origine des espaces et celle deslerop* trans- 
portées au lieu et à l'instant où naît le phénomène. Dans ces conditions. 
X et a 9 sont nuls avec / : ils commencent par des termes «*n ).{, en dési- 
gnant par X la vitesse du son qui correspond a l'état primitif du fluide. De 
plus, la surface étant tangente au plan x = a, on a X, (0) = — t. 

Nous conviendrons que, dans l'équation précédente, le radical (a„ — «)* 
est pris avec sa détermination positive. S'il en est ainsi, le coefficient X? til) 

doit être positif. En effet, le mouvement du piston étant comprimant, 00 
doit avoir X > a, et ceci ne peut avoir lieu, pour t très petit et d'ordre au 
plus égal à celui de a — a, que si Xi (0) > 0. 

22rS« — Il s'agit maintenant d'obtenir l'équation du mouvement inter- 
médiaire qui prendra naissance entre le mouvement ainsi défini et la partir 
de droite qui est au repos. Nous ne pourrons d'ailleurs le faire sans déter- 
miner du même coup la marche des deux ondes qui se propageront ; autre- 
ment dit, en même temps que l'équation du mouvement, il faudra trouver 
le domaine dans lequel il est défini. 

C'est la difficulté signalée au n* 108. Mais elle est ici particulièrement 
grave. Dans km autres questions de Mécanique où le mouvement cherché 
n'est pas représenté par une seule équation analytique dans tout le coip* 



(•) Si 1<* coefficient o i rtt difUrml de t*ro, il #n ett d* m^tne d« x t . Car pour 
n, la quantit** \ . 2w. *at rirais a <-„ ,, .• , en \artu d* l'hlenhte - c •*„ . — 

«Vy * • Il ' * O '• *+ 

l*% d*ut coefficient* «., x. «ont d'ail eur» iitVatiI* dan* le < •• actuel, la *urla • 
éUnl *itu»'*«* ia gaucu« de ton arête do rcbrounaeiueiit. 
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considéré, les régions dans lesquelles ce mouvement a des expressions 
différentes, sont en général connues à priori. Tel est, par exemple, le cas 
d'une onde du second ordre qui se propage dans un gaz dont le mouve- 
ment antérieur est donné, ce mouvement intervenant seul dans l'expres- 
sion delà vitesse de propagation. Il en est autrement, nous venons de le 
voir, dans la question actuelle. 

Nous traiterons celle-ci, pour simplifier, sans tenircomple de l'objection 
d'Hugoniot. Nous admettrons que, à la naissance de la discontinuité du 
premier ordre, il s'établit dans la tranche intermédiaire une pression, une 
densité et une vitesse uniques. 11 est aisé de voir, alors, que cette pression, 
celte densité et celte vitesse ne peuvent être autres que celles qui existent 
dans la tranche de droite (par conséquent, u = 0, w = i) et qui, initiale- 
ment, ont les mêmes valeurs dans la tranche de gauche ( 1 ). 

Nous aurons alors à déterminer : 

1° L'abscisse a i de la discontinuité entre le mouvement cherché et le 
mouvement de gauche ; 

2° L'abscisse a 2 de la discontinuité entre ce même mouvement et la partie 
droite au repos. 

Les deux ondes de discontinuité se propageant avec une vitesse initiale 
égale à vitesse X du son introduite au n° 1 75, a t et a 2 auront des dévelop- 
pements commençant par des termes en ±: X/ : nous écrirons 

(91) a, = — U — vs*5 — Vj t* .... 

et 

(92) a 2 = Xf -h jx 2 * 2 -+- .... 

en admettant par avance (*) (ce que la suite du calcul vérifiera) que a 3 ne 
contient point de termes à exposants fractionnaires en t. 
3° L'équation du mouvement de la tranche intermédiaire. 



(*) Soient p la pression primitive, p la pression et u la vitesse existant au pre- 
mier moment dans la tranche intermédiaire. On devrait avoir à la fois 



P —P o 



P -=^=*>> 



6, et 0j désignant les vitesses de propagation des ondes. 

Or ceci ne peut avoir lieu que pour p = £> Ut u = 0. 

(*) U est clair que nous aurions pu laisser tout d'abord indéterminés les exposants 
de t aussi bien que les coefficients. La suite du calcul donnerait pour ces exposants 
les valeurs mêmes que nous leur avons assignées ici. 

Hadamabd \ 4 
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Les conditions à vérifier par ces dilTérenles inconnues seront sVtd 
l'équation aux dérivées partielles 

laquelle devra avoir lieu dans toute la tranche intermédiaire. 
La fonction I étant donnée par la relation 41) on aura, en posant 

(93 - = « = t + i 

et en tenant compte de la formule (42) qui définit X, 

(94) *(1 + = X' [\ _ ( OT ^ !), + (. m _±_il 2 (!!L±J) ,» h. ...."]. 

En second lieu on devra avoir 
(95; x = a, pour a = 

(96) a?= X = X t -+- (a t — a) X, -+- (a -a)»Xi+ pour a = 

De plus les deux discontinuités a, et a t devront vérifier les condition 
compatibilité. Nous n'avons pas h écrire les conditions cinématique*, I 
quelles sont implicitement contenues dans les conditions (95), (96). 

Les conditions dynamiques et physiques donnent (puisque nous 1 
dans r hypothèse de Rieinann) 

e ^ /? H-?K L ±? /< c l -h0---(1 -m,)- 

V poK — *o V m i « ""• 

(en posant encore w = \ h- c, u>, = I -+- »,) ou 

(97) e = ± x ï\ - ?L+J. (t + £f) + .1 

Dans la partie au repos, t, est nul. Au contraire dans le mouvero 
gauche il a une valeur en général différente de et qui doit être c 
par l'équation (90). 

On a donc les deux conditions supplémentaires 

» S — l ['-T J - -)- J 

où il e*l entendu que, dans l'équation 99), i e*t calculé pour a: 
que dans l'équation 98), « et i, correspondent à a =-. a x . 
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226. — Pour développer œ en série nous introduirons, au lieu de a et 
ie t, les variables 

i Ê = a -h U. 

îoo) r 

lans lesquelles 

101) a = X*-h(M 8 -h tijt 2 H- .... = «, -t-M 2 * s + M 3 < 3 + .... 

lésigne un développement à coefficients indéterminée (sauf le premier) 
rdonné suivant les puissances de t. La variable £ n'est d'ailleurs introduite 
|ue pour simplifier le calcul. Il n'en est pas de même, comme on va le voir, 
e la variable r lf qui joue un rôle fondamental dans le développement. 
»ous écrirons 

102) œ = a -+- F s -+- F â -+- .... = a -+- F 

s F, étant des ensembles homogènes en £, *) de degrés marqués par leurs 

dices. 

Comme on a 






ù ô 6*_ /_? __ M 2 

î>S 5tJ' do 5 \â£ Sj/ 



d** f>5 2 ôffiïl Or, 8 irtj 

, a* désignant les deux premières dérivées de a par rapport à i), l'équa- 
m (8) s'écrit 

!,„ ô*F /ô«F „ j>»F ô'F\ f ./. ôF dF\ .,"] 
- 2X (a' - X) |f- - (a" - X») S - * -• 

Dans cette équation, a' et a" peuvent se remplacer par leurs développe- 
nts en t. Mais ils peuvent également se développer suivant les puissances 
la variable £ -+- *), en fonction de laquelle t pourra s'exprimer, moyen - 
it la résolution de l'équation 

Ui) 5 h- n =« + ).£ = 2lt + (M, -h k 2 ) ' 2 -^ - -*- (M*-f- |**) 1*4- ... 

lans l'équation (103) ainsi écrile, un terme quelconque du développe- 
il de F (pourvu qu'il contienne à la fois £ et r,) donnera dans le premier 
libre un terme de degré moins élevé que dans le second. 
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Noua désignerons par ;, et r ti les valeurs de {, ^ correspondant ha .a 
soit 

^ î, rr-r — v,/ï — é^' .... 

(105) 

/ r lt --: 2)7 H- va/* -f- (v, -f- M, + \i f ) t* H- 



par ; it r, 3 les valeurs de ces munies variables |>oiir a = a <t soit 

(106) l t = 2U-h ^t* -h .... -f- i* à l*-h .... 
(106 ) ii t = M,! 1 h- .... -+- M*l* h- .... 

L'équation (96) s'écrira donc. 

(107) F(; f , r 41 ) = X - flo + ^ - a t ) (t h- X t ) -+- (« # -1J1X. + .... 
l'équation (95) 

(108) F (« f . 1^*0 
les équations (98) et (99\ 

\ —A — ?v.Wt — 2v f f — ... 

(109) i T« w-M/*F *F Y 3, ,. v 

fll0 ) A + 2 î .,l-r... = A[l--- 4 - (^- w -Jh-....J. 

*Z*Z7* — Ola posé, considérons, dans l'équation (103 • les tenca 

d'ordre — . Ceux-ci seront exclusivement fournis par le terme F t du es 

2 1 

m ^F* 
wloppement de F. On devra donc avoir — * = 0, d'où 

(111) F^r- Kr/t . t KO 

\jf* coefficients K pI K' ?*e détermineront par les conditions aux liflDM 
(107 H 108). Tout ci <t bord pour a - <i,, r t est de l'ordre de t* au roo«* 
tandis que ; e*t de l'ordre d«» /. Lu condition ^ 108 montre des lors qtar J 
doit »'tre nul. 

238. — Au contrai n». |x>ur a a t , l.i quantité a v — a 4 |*>ur p*rt* 
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principale 2Xl, et il en est de même de n : la comparaison défe termes 

3 
d'ordre ^ de x et de X donne donc 

K = ± X3 (0). 
Nous voyons ainsi que K est en général différent de zéro. Nous aurons donc 

3 

u n terme en^ et, par conséquent, dans la surface représentative, une arélo 
de rebrousse ment, correspondant à r t = 0. Une seule des nappes séparées 
par cette arêle devra faire partie de la portion utile (sans quoi, comme pré- 
cédemment, on trouverait deux valeurs de x pour un même système de 
valeurs de a et de t) : nous conviendrons que c'est celle qu'on obtient en 

donnant à y *) sa valeur, posilive. 

S'il en est ainsi, dans la condition (107), le radical v 7 ) = y2\t -+- ... 
^ ev i*a recevoir sa détermination posilive. Comme il en est de môme de 

' — ~~~ 

*z — «* en vertu de la convention faite au n° 224, nous devrons écrire 

K = Xa(0), 

11 entité positive, ainsi que nous l'avons remarqué plus haut. 

^fel29. — Envisageons maintenant les équations (98) et (99) en ne rete- 
fcr *t. que les termes d'ordre ~. Il n'existe aucun de ces termes dans le 

■^«îtilé e pour a = a 2 , *) 2 étant d'ordre supérieur à i en *. Donc il n'en 

*^te pas non plus, au premier membre de Téqualion (99) et par consé- 

I 
*^*it nous voyons bien que a 2 ne contient pas de terme en ( 2 . 

*^our a = a if des termes d'ordre ^ apparaissent dans t et e, ; ces termes 

"***t d'ailleurs connus. Nous connaissons, en effet, le second membre de 

^^uation (102) jusqu'aux termes d'ordre 'g inclusivement; et d'autre 

P^rt le premier terme du développement de — qui dépend de v.i (savoir 

^lui qui provient de (a — a^iXj) contient cette quanlilé comme coeffi- 
cient de la première puissance (au'moins) de t. 

On constatera d'ailleurs que les lermes en n se détruisent dans e -+- t, de 

«orte qu'on a v« = 0. 
ï 
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280. — La détermination des termes d'ordre 2 est toul ana 
L'équation (103) nous donne 

car le seul terme d'ordre zéro qui existe au second membre de 
équation est obtenu en multipliant le facteur -. r t * l provenant df 

par a (m -*- 1) I provenant de ty ( i -+- -v — — 1 — X* I. On aura do 

F, = ^ (m -h I) K'fr -*- K, V -+- K' t V 

K f et K' â étant des coefficients à déterminer. L'équation (108) de 
K'j = 0, car les autres termes sont tous d'ordre 3 au moins. LVq 
(107 fera connaître K, par l'examen des termes d'ordre 2 en /. 
l'équation (109) détermine v,. 

Au contraire, la condition (110) ne suffit pas à déterminer jjl,. Les I 
en t contiennent, en effet, le coefficient arbitraire M t qui n'a joué juj 

aucun rôle, et qui s'introduit par le terme * — = ij h> #i * -+- ... 

Désignons par 

(112) w,/ -t- >/!,*' -t- ... h- tn, t l h — ... 

la ra« ine carrée positive du développement r , - M,* 1 -4- M,/* - . 
sorte que m, est la racine carrée positive de M.. C'est ce tlévelopp 

(112) qui devra être substitué à %* dans l'équation (110) : nous a 
alors : 

(113) ^ = j-fl — — wi, -r i28 A».»| h- l) 5 K». 

2ill« — Nous avoiiH à trouver entre \i t et m t , une seconde rel.i 
i-elle-cî va résulter de la considération des termes d'ordre !>. 

G>n*iilrf\'!ix f dans IVjiiuticMi (103 , le* termes d'ordre .>. Certains d 



viennent du produit de -r-r = j *) «-+-..., d'une part par 
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eux sont en tqï. Mais deux autres sont en ;*)" 3 : ce sont ceux qui pro- 

♦(•-S)-»-H> +, >(ï-£) + ~] 

= g X»(m -*- I) ij* -h j2 (m -t- 1)«K«Ç -H •.., 

«l'autre part, par 

4X(M 8 + (*.)* = 2(M a -+- fx 2 ) ({ + 7)) -f- .... 

Une fois intégrés par rapport à \ et à *}, ces termes contiendraient en 
facteur *; à la puissance r } seulement. 

Or celte circonstance rendrait inexacte la formule (113) : la quan- 

vC* \D T.C* 

tifcé 1 -- = -. contiendrait. en effet un terme en \ % r k - §, lequel, pour 

oa oç ôtj 

« = a v serait d'ordre 1 en /, puisque *) est d'ordre 2. 

C'est cet inconvénient que nous allons éviter en disposant du coefficient 

**~fcitraire M, = m^ de manière à annuler ce terme en i)~~ a. Nous écri- 
r ons donc 

<* *4) 2(M f + fi,) = 2 (m; 4- |i f ) = 3 9 2 (m + l)»K»X« 

ce qui, joint à la relation (113), nous permet, cette fois, de déterminer 
^i e| (i s : en éliminant ce dernier, il vient 

m? + ï X (m -h 1) K.m t - ~ (m -+- l) f K*X 2 = 0. 

^ous savons que nous devons prendre la racine positive de cette équa- 
*°** : nous aurons donc 

3X(m-*-l)K 
»i = T6— ~ 

«3Î. — Ayant ainsi calculé les premiers termes de nos inconnues, 
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nous allons montrer d'une manière générale, comment on obtiendra 
suivants : 

Supposons qu'on connaisse : 

Le développement de F en fonction de £, r t jusqu'aux termes d'ordre ^ 

inclusivement (q étant un entier ou un entier -*-:>)• 

Le développement de <ï â en fonction de t jusqu'au même ordre ; 

Les développements de a et.de a t , jusqu'à l'ordre q — * seulement. L* 

premier de ceux-ci nous fait connaître t en fonction de g -+- r, jusqu'au! 

termes du même ordre q — « ; et la connaissance du développement de 

« — a t = r ti équivaut à celle du développement (118) jusqu'aux termes 
en <»~î- 

Nous supposons de plus : 

1° Que la partie connue du développement de F ne contienne nulle 

part r t avec l'exposant l} ; 

2° que cette quantité r t soit la seule à y figurer avec des exposants frac- 
tionnaires, et qu'il n'en entre aucun dans les parties connues des dévelop- 
pements de a et de a r 

Dans ces conditions, nous allons déterminer les termes d ordre ç — .* 
de F et de <i t , les termes d'ordre q de » et de a r 

Dans le secoud membre de (103), lous» les 
connus, sauf ceux qui peuvent provenir du produit de 



3 

Dans le secoud membre de (103), lous» les terme* d'ordre q — ', sont 



(^ -+- Hf ) "-• - fM f -+- ii v ) r :;; Tt + ...V" 

(quantité qui fait partie du développement de 2 par '. \, 

Mais dans ceux-ci, il y en a un qui est en ;* ' r 4 ~ :. avec le coefficient 
*-*-. _ /. Nous déterminerons H i t- ,i f par la condition que ce terme dé- 
truire le terme semblable provenant de 4 1_ l( | -,- *\ — * i.Ori donnera 

d'ailleurs M, - :*, *= lorsque <y no aéra pa« entier, puisque nous suppo- 
sons que le"» terme* d«j.i « 0111111* i.«« ion(i**iineut p.i« de puissances fraction- 
naire* de ;. 
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ô 2 F + 1 
M v -h p q étant connu, nous connaîtrons — ~ — 2 et par conséquent, 

ï*\ w f J lui-même à deux termes près, l'un en £«•* », l'autre en r à 9+ J. Lepre- 
ïxi ier de ceux-ci se déterminera par l'équation (108), le second par l'équation 
C "X07) ; ils donneront en effet, dans ces deux équations respectivement, les 
**e»uls termes encore inconnus ( f ) en t* + I. 

Moyennant ces résultats, on connaît, dans le second membre de l'équa- 
tion (109), tous les termes en C~l et on a, par conséquent, le coefficient 

Dans l'équation (99), on connaît également lous les coefficients de /«""*, 

sauf le coefficient q\i q du premier membre et le coefficient X — y T} - m q . x 

qui, au second membre, provient du développement de 

m -+-J àF _ . m -+- 1 /3K | 



x^r^^: = x 



î csr, 



>i 



+ 1/3K 1 \ 



^XK (m -4- 4^ 
On a donc la différence q\x q > R ' m,.,. Comme on a obtenu, 

d'autre pari, M, -h ^(c'est-à-dire, à des tennesconnus près, 2m i m 9 _, -+- n 9 ), 
H 9 et m,_, sont connus. Ils sont d'ailleurs nuls pour q non entier, puisque 
le calcul fait au second membre de l'équation (110) n'introduit pas de puis- 
sances fractionnaires de t. 

233. — Nous pouvons donc bien calculer de proche en proche tous les 
coefficients cherchés et nous aurons des développements satisfaisant for- 
mellement aux conditions du problème. 11 resterait à prouver que ces 
développements convergent. Mais cette démonstration serait très difficile, 
sinon tout à fait impraticable, en se plaçant au point de vue que nous 
venons d'adopter. En réalité, c'est sous une forme toute différente qu'il y 
aurait lieu de traiter la question. 

Ainsi que nous l'avons remarqué, le développement de x, ordonné sui- 
vant les puissances de £ et de \Zr t (avec excision des termes du premier 
degré en )/r t ) représente, en supposant sa convergence démontrée, une sur- 



(• Dans le terme (a — a t )*du développement de X, le terme v ï+ J f + J du déve- 
loppement de a, donne un terme en e*+ J**- 1 . D'autre part, pour h = i, ce terme 
est multiplié par i -f- X,, lequel est privé de terme constant. 
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face à arête de rebroussement. Il est aisé de voir que toute équation aux 
dérivées partielles du second ordre de la forme (17; admet des surfaces 
intégrales de cette espèce. Il suffit, en effet, pour en obtenir une, de traiter 
le problème de Caucby dans des conditions telles que la relation (81) soit 
vérifiée, mais non la relation (22). 

Les considérations développées plus baut (n° 130) montrent bîea 
qu'alors les dérivées secondes sont infinies. Si d'ailleurs on effectue un 
changement de variables de manière à ce que la courbe y devienne Taxe 
des j\ il est aisé de s'assurer, au moins formellement, que z admet un 
développement suivant les puissances de x et \'y. Plus généralement, sup- 
posons qu'en un point de la courbe 7 la condition (21) soit vérifiée (à 
l'exclusion de (22<). In calcul tout analogue à celui qui vient d'être 
exposé fournira un développement formel de z représentant une surface à 
arête de rebrousseraient (cette arête étant tangente à 7 au point considéré). 

Seulement, rien ne prouve que les développements ainsi obtenus soient 
convergents. C'est ce que l'on reconnaît au contraire si Ton opère une trans- 
formation de contact. Effectuons par exemple, la transformation de Lpgendr*: 
nous devons remplacer x. y, j, p, q parp, q % /xr -h qy — j, x. y ; A. B. 
B', C, D par D. B', B — C, A. Après cette transformation, la relation (SI 1 
cessera d'avoir lieu à moins que primitivement on n'ait en outre la 
suivante 

(US) D(dpdx -h dqdy) 4- B'rfo- + 2Cdpdq -+- Brf» 1 = 0. 

Il est évident a priori que cette seconde relation est vérifiée si l'on a 22 , 
puisque le sy*tème des deux équations (21) et (22) est invariant par une 
transformation de contact. Pour vérifier ce fait, il suffit démultiplier l'équa- 
tion (21) par tlpdq, I équation (115) par drdy t et d'ajouter : la relation 
obtenue se décompose en l'équation (22) et en la suivante 

(116) dp dx h- dqdy = 0. 

Nous excluons le cas où la relation 1 22) serait vérifiée: il se pour- 
rait alors que Ton eût affaire à une caractéristique. La transformation 
de Legendre fera donc disparaître la singularité sauf le cas exceptionnel où 
l'on aurait '116). I*e problème transformé aurait une solution régulière, 
la surface représentative de cette solution ayant seulement, en c bar un des 
points primitivement Hnguliers, l'allure «l'une surface développante, c'est 
a-dire vérifiant en ces points la condition rt — s* — 0. ainsi qu'il est facile 
de s'en assurer. 

Kn revenant à l'ancien *vst< a iue *1° variables, la singularité considérée 



f 
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résulte des formules du n° 163, qui font connaître reflet de la transforma- 
tion sur les dérivées r, s et t. Un calcul élémentaire, et d'ailleurs tout 
analogue à celui qui a été fait au n° 163, montre que cette singularité est 
une arête de rebroussement (autour de laquelle la surface est représentée 
par une équation analogue à (90)) correspondant à la ligne qui est sur la 
transformée de Legendre le lieu des points paraboliques. 

Kesle le cas où l'on aurait (116) : alors la transformation de Legendre 
ne ferait pas disparaître la singularité. C'est ce qui arriverait si la surface 
cherchée avait, au voisinage de son arête de rebroussement, l'allure d'une 
surface dé veloppable. On peut toujours éviter cette circonstance en effec- 
tuant au préalable la transformation qui consiste à remplacer la fonction 
inconnue z par z — F(j? t y), F étant une fonction arbitraire, p et q sont 
alors diminués des dérivées de crlle-ci, dérivées dont on peut évidemment 
dis|>oser de manière à ce que la relation (116) cesse d'avoir lieu sur y- On 
voit donc que, dans tous les cas où l'on a (21) mais non (22), le problème 
de Cauchy a une solution représentée par une surface à arête de rebrousse- 
merat. Il est d'ailleurs clair qu'inversement, toute surface intégrale à arôle 
de rebroussement peut être considérée comme obtenue de cetle façon ; elle 
peu t être changée, par une transformation de contact convenable, en une 
surfaç e régulière. 

Tel sera donc le cas de la surface dont nous avons appris tout à l'heure 

a développer l'équation. La meilleure méthode pour étudier cette surface 

P ar aït dès lors être d'effectuer une transformation de contact telle que la 

surface (90) et la surface cherchée soient remplacées par des surfaces régu- 

,ére ». La question ainsi transformée sera alors une de celles auxquelles on 

J**** essuyer d'appliquer la méthode des fonctions majorantes. Seulement, 

u «e étude nouvelle sera nécessaire à cet effet, car cetle question ne rentre 

ar *^ eucun des problèmes traités jusqu'ici. Elle conduirait à les généraliser 

^^^r^, en abordant le suivant, qui les comprend tous comme cas parti- 

u **^r* et dont l'étude offrait en elle-même un grand intérêt : 

~*^t€2nt données cinq équations aux dérivées partielles 

F = o, A = o, f 2 = o, /i = o, /; = <>, 

r> **^^er une surface intégrale de la première équation sur laquelle il 

, *^*« une ligne l où ton ait à la fois /*, = 0, f 2 = et une ligne t où 

^* ait à la fois f 3 = 0, f k = (ces données étant supposées telles que 

^ différentes conditions puissent être vérifiées ensemble à l'origine où les 

**^ lignes l, t devront passer. 

• «•** un mot, on ne connaît ici, aucune ligne par laquelle doit passer la 
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surface cherchée : on naît seulement que, le long de son intersection 
(inconnue) avec la au r face (90), les coefficient» angulaires de son plan 
tancent doivent vérifier l'équation (98) et qu'une équation analogue doit 
avoir lieu sur son intersection avec la surface x — a. 

*il\ !• — Sans nous arrêter à rechercher ni l'on pourrait disposer de la 
transformation de contact de manière à ce que ces conditions deviennent 
ponctuelle*, en sorte qu'il en résulte la connaissance de deux lignes située* 
sur la surface transformée, nous remarquerons que la question se pn*e 
d'une façon un peu différente si ce n'est pas sur la première onde que le 
phénomène se produit tout d'abord, ce qui arrivera par exemple, si on 
commence par donner au piston une accélération négative pour changer 
plus tard le signe de cette accélération. Dans ce cas, l'arête de rehrous* 
sèment de la surface qui représente le mouvement de gauche aura un 
point de rehaussement , de sorte que le développement (90 et le dévelop- 
pement cherché devront être modifiés en conséquence. 

Il est également clair que la question deviendrait notablement plu* « <>m- 
pliquée s'il fallait tenir compte de l'objection d'Ilugoniot. Non seulement, 
en efîet. on aurait deux nouvelles surfaces à trouver et non point une seule, 
puisqu'il s'établirait au point origine du phénomène une discontinuité 
stationnaire portant sur les dilatations ; mais comme nous l'avons dit au 
n° 2 1 I , aucune de c*s surfaces ne satisferait à l'équation aux dérivées par- 
tielles (8) : cette équation serait remplacée par une équation de la forme 
(6) dans laquelle ta valeur de k serait, non seulement une fonction de <i, 
mais une fonction inconnue de cette quantité, fonction dont la forme 
dé|>end rai t des diverses quantités qui figurent dans les équations ; 91) »*t 
suivantes. 

Par contre, en restant au point de vucdeHiemann, notons qu'on pourrait 
espérer une amplification de la question en donnant à m la valeur t. 4 
|»our laquelle u° 175 l'équation (8) s'intègre explicitement. 

£•15. — D'après ce qui précède, le phénomène de Hiemanii-IItigoniot 
donne naissance à deux ondes se propageant en sens inverse. Ctmme nou* 
l'avons déjà remarqué n # 222), on obtient ainM. pai réflexion Mir le pi»- 
ton et rencontre d'onde* se propageant ave» de* vitesses différente*, toute 
une série d'état* nouveaux du fluide. Doit-on admettre avec llogouiot que 
tous «es états tendent vers un état limite commun, celui que Ton obtien- 
drait t*n communiquant brusquement au piston la vitesse Y qu'il acquiert . 
«•il réalité par une accélération progressive? 
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On ne pourrait évidemment répondre d'une façon générale à cette ques- 
tion qu'en faisant tout d'abord une élude approfondie du premier mouve- 
ment qui prend naissance à ta suite du phénomène de Riemann-Hugoniot, 
<:e que la méthode précédente ne permet pas d'obtenir. Nous nous conten- 
terons donc de répondre à la question dans un cas où cette première étude 
«st toute faite, celui qui a été considéré au n° 202 et où la loi d'accélération 
«st telle que toutes les ondes successives nées au contact du piston se 
Mttrappenl en un même point. De plus, nous ne tiendrons pas compte de 
l'objection d'Hugoniot et nous supposerons la loi de Poisson toujours 
applicable. 

Dans ces conditions, nous savons qu'à l'inslanl T où les ondes se rejoi- 
gnent nait une discontinuité du premier ordre. Si, après avoir atteint la 
vitesse V en accélérant son mouvement suivant la loi indiquée au n° 202, 
l(* piston se meut ensuite uniformément avec cet'e vitesse, les mouvements 
en ire lesquels a lieu la discontinuité en question seront tous deux repré- 
sentés par des équations de la forme (81) (u> étant calculé, pour le 
mouvement de gauche, par l'équation (54) et étant égal à 1 pour le mou- 
y einent de droite). Dès lors, on pourra prendre pour le mouvement 
'ni ter*médiaire une équation de la même forme, avec une vitese u, t une 
dilatation in, et une pression q x qui s'obtiendront comme il a été indiqué 
au:* h"2I3-2I4. 

Ainsi qu'il a été constaté plus haut (n° 217), la pression q t sera com- 

P**ïs^ entre la pression p t du mouvement dé gauche et la pression primitive 

Po- Au contraire, u t sera non seulement positif, mais supérieur à V. L'état 

m lermédiaire du fluide sera représenté par un point de la courbe (2'), — 

point q U e nous désignerons, pour abréger, par la lettre q % qui représente 

la pression — lequel sera intermédiaire entre le point p qui correspond à 

* e tafc de repos, et le point p t qui correspond au mouvement de gauche, le 

P° ,n * q t (fig. 17) sera d'ailleurs déterminé par l'équation 



^t ^3 , q t Pi désignent les distances hyperboliques définies au n° 214. 

^-or^que Tonde rétrograde par laquelle l'état (q t , w,) se propage dans 

e ^-fc Cp,, ù>j) atteint le piston, elle donne naissance, par reflexion, à un 

lJAr ^l état (/J a , (d 2 ) défini par la double condition d'être compatible avec 

^•^mier état intermédiaire, et de correspondre à une vitesse égale à V. 

^^tesse de propagation devant être positive, on verra, comme il est 

^* *«^ué au n° 221 , que la pression p i est inférieure à q t el que, d'autre 

^ » la distance hyperbolique q x p 2 est égale à u 2 — V, c'est-à-dire à q t f» t . 
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On voit que ce point p t peut être considéré, en un certain sens, comme 
le symétrique de p t par rapport à q l% de sorte que la réflexion se traduit 
ici par un certain renversement des différences de pression. 

236. — Soit P le point de la courbe (2) tel queFp, soit égal à V. U 
pression P correspondante étant supérieure à p . 

Je dis que p t est inférieur à P. 

C'est ce qui résulte du lemme suivant relatif aux distances hyperbolique» 

Soit PxPtPi un triangle tel que les longueurs hyperboliques de se* coté» 
soient toutes trois réelles. Alors la plus grande de ces longueurs sera ai 
moins égale à la somme des deux autres, l'égalité n'ayant lieu que si le 
trois points sont en ligne droite. 

Supposons, en effet, pour fixer les idées, p, > p t > p, et. par couse 
quent, wj < w a < a> s , de sorte que la plus grande des trois longueur 

r { 

hyperboliques sera p x p % = i / - p, — p,) (w, — <u,) . Alors l'inégalité i 
démoutrer pourra s'écrire (une fois élevée au carré) 

> 3 ~ ( v ; p, — p, v^, — co i -+- \/pt — p, t/«, — «, . |f 

et, sous cette forme, résulte de l'identité bien connue de Lagrange appliqué* 
aux quatre quantités v'p, — p„ ^p t — p Jt vA»» t — w t , V^>, — «,. 

En vertu de cette même identité, l'inégalité n'est remplacée par un« 
égalité que si l'on a 



v'/>i — P, \'«> 2 - w, — v'p, — p, V 7 ", — to, -r 0, 

ce qui est la condition pour que les trois points soient en ligne droite. 

Notre conclusion est donc démontrée. Elle peut, bien entendu, Véoonaea 
encore ainsi : Chant ne des longueurs hyperboliques des côté* du triangle 
à Ce 'Vep/io/i de lu plus grande, est inférieure à la différence des dtir* 
autres. 

£•17. — Ceci étant établi, considérons le triangle p q % p v Dans ► 
triangle, <m a </, p B — y, p t ■ V \'p v . Etant données le* situation* ir— 
pertive* de»» trois sommet* du triangle, ceci montre que le troiwtsv 
cote ;> # p w e»l inférieur à Pp € , ce qui entraine bien p, <^ P. 



f 
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t238« — L'onde ainsi née par réflexion sur le piston va se propager avec 
une certaine vitesse, laquelle est certainement supérieure à celle de la dis- 
continuité qui existe entre Tétat (q if ro,) et l'état primitif de repos. En effet, 
l&ss vitesses de propagation de ces discontinuités dépendent des coefficients 
angulaires des cordes joignant les points re- 
présentatifs des états entre lesquels elles ont 
lies u. Dès lors, en raison de la convexité de la 
courbe (2'), ces vitesses croissent avec les 
pressions. Or, la pression p 2 est supérieure 

17>a ns ces conditions, la nouvelle onde rat- 

trapera assurément la primitive : a et t étant 

considérées comme des coordonnées planes 

(ainsi qu'il a été déjà fait à la fig. 10), la 

marche de ces deux ondes sera celle qui est 

représentée fig. 16. En leur point de concours 

naîtra un nouvel état intermédiaire, caractérisé par une pression q t , une 

dilata. lion m i et une vitesse u r 

Z* * 2°o étant cette fois inférieur à V, q 2 sera compris entre p 2 et P, et déter- 
,n »né par la condition 

<hPo "+- ~<hPi = v - 
Soient maintenant/}, et u> 3 la pression et la dilatation qui prendront 
naissance par réflexion lorsque Tonde rétrograde (y t , m,, u s ) rencontrera 

le piston. p 3 sera supérieur à q t (parce que m, est 
inférieur à V) et Ton aura 




ri g-l(i 




<1* Pz = V — u if 

de sorte que q 2 p 3 est é-al klfoPi (fig- 17). 

La pression p 8 est supérieure 
q^^^^ à P. C'est ce que l'on voit dans 

Po le triangle p q % p 2J dans lequel 
le plus grand côté est p jo„ pen- 
dant que la somme des deux 



Figi7 
au, re* côtés est égale à F]b . 
^ e ^ lor*, la même série de phénomènes va recommencer. P.»ur la môme 
j n 9 ue * out a Tbeure, Tonde qui propage la nouvelle pression p z rejoin- 
nai Ce|| « qui propage la pression q % et, en leur point de rencontre, prendra 
***Oce une nouvelle pression ^ comprise entre q x et P : celle-ci engen- 



\ 
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drera par réflexion sur le piston une pression p k comprise entre p t et I* -. 
et ainsi de suile. 

I^es pressions //,, p,, .... p tn -\ • •••! »onl supérieures à P et vont er» 
décroissant : elles tendent donc vers une limite, et il en est de même pou^~ 

9i. 7 S t •••• ?iw-i Pareillement, p,, p A ... p in .... vont en croissante ^* 

restent inférieurs à P : ils tendent vers une limite ainsi que q t *q k * ...92. 

Nous allons enfin constater que ces limites sont toutes quatre égales à P^ 

En effet, le triangle P/ï, q t nous donne d'abord 

puis le triangle Pc, /;, donne 

En retranchant membre à membre ces deux inégalités, il vient 

P7, -*- F7 f -+- p77, — p~£ < Fp, — Pp^. 

Autrement dit, les quantités Pc, , Pq t sont inférieures à la différent* ~" 
Ppt — Pp s . D'une manière générale, les quantités Pc*,.,, Pç t , ^ , sont -• 
inférieures à Pp,« — , — P/)*» +. , : elles tendent donc vers lorsque n aug- — 
mente indéûniment, d'où résulte que q im _ t et q in tendent vers P. D'ailleurs -»r- 
la relation 

montre qu'il en est de même pour p. Or, la pression P est celle qui s Via^^fe, 
blirail, d'après les considérations du n* 231, si le piston passait saaas^^ 
transition de la vitesse à la vitesse V. Nous constatons donc, 1 nnfiirtnssi _ 
ment aux vues d'Ilugoniot, que cette pression est bien la même qui ^ 
produit tinalement |>ar le jeu des réflexions successives. 
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*^339. — Après nous être occupés, dans le chapitre précédent, du mou- 
«"■nent d'un gaz en supposant que ce mouvement est exclusivement 
^ tiligne, reprenons les équations du mouvement à trois dimensions, 
*-* *► rement dit, les équations 

p ÎW7 1>Ï* 

1 dp = Y — S -^ 

r i 5e - 7 _ a ** 

^^ous avons vu, au chapitre III, qu'entre ces équations et les conditions 
**■ * 4. paroi, existait une contradiction apparente. Mais la discussion présen- 
t«cai p| us Q^ut dans le cas du mouvement recti ligne nous montre comment 
^^^-^fc* difûculté doit être éclaire ie. L'accord entre les deux séries de condi- 
***>** s est maintenu grâce à la production de discontinuités qui naissent au 
° c *t*tact de la paroi et se propagent au sein du fluide. De pareilles ondes 
K* re *idront naissance chaque fois que les accélérations d'ordre quelconque 
7^ la paroi seront différentes de celles qui résulteraient des équations 
mx *teroes du mouvement, et seront d'un ordre égal à celui des accélérations 
t*° Ur lesquelles cette discordance aura lieu. Au cours d'un mouvement 
Quelconque, elles se produiront lorsque l'accélération ou l'une des accélé- 
rions d'ordre supérieur de la paroi deviendra discontinue par rapport au 

■ovulions donc la propagation d'une discontinuité dans le gaz en suppo- 
rt pour fixer les idées, qu'elle soit du second ordre. La pression étant 
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supposée fonction de la densité, les équations du mouvement s'éerironV 
encore : 

. dp *> log ? y o*or 

I dp ' Me ~~" ' */* ' 

(!') ) 4p*Jogp__ Y _*|¥ f 

dp fiy àt* * 

rfgilogf _ z _*£. 



! 



De part et d'autre d'une discontinuité de second ordre, les composas?* — 
de l'accélération prendront deux séries de valeurs 

et les dérivées de la densité deux séries de valeurs 

W,' vw,' Wi' UW«' WV Wi' 

Les unes et les autres satisferont aux équations précédentes. Les* 
composantes de la force étant supposées continues, si l'on retranche 
membre à membre les unes des autres les relations ainsi obtenue*, il 
viendra 






*fë]-[9i 



Soient >., \x, v les composantes de la discontinuité rapportées a Triai 
ac/iiW pris comme état initial ; ", la vitesse de propagation. Les variations 
des composantes de l'accélération seront, X8 J , ^e*, v6«. Celles des dérivée» 

de log - seront données par le* formules '63) du n° I I 1 : on aura dtaac 
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en désignant toujours par a, p, y les cosinus directeurs de la normale à la 
surface de discontinuité S, 

I "à ( M (Xa + tf -+• v Yj = M', 

(S) . p^(X« +( »P-<-v ï ) = K ie», 

( v $J (*« -4- hP + n) == *•'• 

X, fi, v ne sont pas nuls simultanément, sans quoi la discontinuité ne 
serait pas du second ordre, mais du troisième. Si donc est différent de 0, 
il en est de même de l'un au moins des seconds membres des équations 
précédentes; et Ton voit que ces seconds membres sont proportionnels 
à *, P, Y- 

Ainsi, dans un gaz, toute discontinuité du second ordre qui se propage 
est (115) longitudinale. 

D'autre part, la quantité X* n- fip -+- vy qui, dans le cas général, repré- 
sente la projection de la discontinuité sur la normale de la surface d'onde, 
n'est ici autre que la grandeur même de cette discontinuité ; et, en la mul- 
tipliant successivement par a, p, y on obtient ses projections sur les axes 
coordonnés, c'est-à-dire X, p, v. Les équations (2) se réduisent donc à 

w — $' 

Ainsi, la vitesse de propagation de la discontinuité rapportée à tétat 
actuel, a pour valeur 4 / -/-• 

240. Si on voulait avoir la vitesse de propagation rapportée à un état 
initial quelconque (a, 6, c), il faudrait diviser par la dilatation normale 
à Tonde, dans le passage de cet état à l'état actuel. En désignant par 
« (da, db, de) la forme quadratique introduite au n° 51 et par <f> la forme 
adjointe de ?, par ? la densité de Tétat initial, on aurait (') 

w ° " pj d? v + w -*- v 



(i) Voir la note de U page 92. 
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Ouanl à la vitesse de déplacement T, comme elle est liée à 6 par l'équa- 
tion (54) du n* IOO, on a 

(5) T ,= y/g? + u* + rp -f- .-/-v. 

t/, r, »r étant les, coin posantes de la vitesse. 

211. — H nous reste à examiner l'hypothèse — 0. Les équations (S 4 
donnent alors X» -+- ja|î -h v^ = 0. Autrement dit, la discontinuité est *% ^ 
transversale. 

Vu gaz pourra donc offrir : 1° des discontinuités longitudinales sepropa— ^«^ 

géant avec la vitesse 1/3; ; 2° des discontinuités transversales station- ^e-, 
naires. 

2 12. — Nous avons supposé, pour fixer les idées, la discontinuité < 
second ordre. Mais les résultats que nous venons d'obtenir subsistent < 
qu'ils ont d'essentiel pour un ordre n supérieur à 2. Supposons, en *ft > j w 
— ce que nous avons évidemment le droit de faire — , * différent de ; W 
différencions les équations (1') n — 2 fois par rapport à x. Les Irrma ■«■ 
contenant les dérivées partielles d'ordre n seront seuls affectés par la d ■*•- 
continuité. Or, au second membre, ces termes proviennent exclusivetne^sat 

de la différenciation de v-, ♦ *•,• * ~ ; et, au premier, il faut, pour «ai 

obtenir, faire porter tout le poids de la différenciation sur les facte***"? 

.* lo^ s log s ^ log ? . .... . . 

_i , f.i. , — h_l. Dans ces conditions, et si Ion a égard aux ■<»»« 

.»./• .'tf 03 

milita (57), (57 , 63) du chap. ll f on voit que les équations auxquell«t 
on parvient ne sont autres que les relations (2 1 , les deux membre» «J? 
chaque équation étant simplement multipliés par s"-'. Donc, comme |>ar*» 
cédcmmetit, nous pourrons avoir, d'une part, des discontinuités longitts «fi- 
nales m» propageant avec la vitesse %/ j? ; d'autre part, les discontinuât** 
lraiiHver>ale» station naires. 

Ainsi que Ta remarqué Hugouiot, il en est encore de même dan* «Je* 
conditions un |**u plus générales. Nous avons vu plus haut que, dana cer- 
tains ta», p pouvait • tre fonction non seulement de p mais encore de a, £. c: 
C'est ce qui se produit, par exemple, lorsqu'à aucun moment le gaz n'a «4r 
homogène, ou lorsqu'il s'y est produit des ondes du premier ordre. 
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ie deviendront» dans ces conditions, les équations (1') ? On voit 
édia terne nt (en se reportant aux équations (1)) qu'elles seront modi- 
respectivement par l'addition des ternies (') 



1 /dp ôa î*p ôô dp dc\ 
p \ââ oâ? àb 5a? ôc ôa?/ 



P 

•, ceux-ci ne contiennent que des dérivées du premier ordre de x, y, z 
rapport à a, b, c, t et, par suite, n'éprouveront aucune discontinuité. 

>nc, les formules (2) subsisteront, la quantité -£- étant, bien entendu, 

)lacée par la dérivée partielle de p par rapport à p. Cette dérivée don- 
donc encore le carré de la vitesse de propagation, 
en serait encore de même si les forces X, Y, Z dépendaient de la den- 
à l'exclusion de ses dérivées) ou contenaient d'une façon quelconque 
érivées premières de x,y, z, 

13* — Nous venons de voir que la vitesse de propagation s'exprime 
ine racine carrée et est par conséquent, susceptible d'un double signe, 
nble donc au premier abord qu'à un instant quelconque le sens de 
propagation soit indéterminé. 

est cependant à peu près évident a priori que ce sens ne saurait être 
à fait quelconque, qu'il ne saurait, par exemple, changer brusquement 
>urs du mouvement. En fait, il est aisé de voir que, pour une discon- 
ité donnée, 8 a un signe parfaitement déterminé. Celte quantité doit 
îet, satisfaire non seulement à l'équation (3), mais aux conditions de 
patibilité 

([£]--»-. [&]--* [Si]— v 
ï[â]=-- [«]=-•<• 

103. Dans ces dernières, il est la seule inconnue et est, par suite, 
ié sans ambiguité, puisqu'il y ligure au premier degré, 

14. — Si Ton n'avait pas les équations (6) ainsi que (2), (3), c'est 

£>ans ces termes les dérivées ^. -^, ^ sont déduites de l'équation qui donne p 
tction de o, a, b, c considérés comme quatre variables indépendantes. 
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qu'il n'y aurait pas compatibilité. Nous savons alors que la discontinuité 
ne pourrait pas rester unique et nous pouvons nous proposer d'étudier ce 
qui se produira dans ces conditions. Mais avant de procéder à cette recherche, 
nous avons à parler du cas des liquides. 

Pour ceux-ci, ainsi que nous l'avons remarqué précédemment n* IIM), 
il ne peut y avoir de discontinuité normale, ni même de discontinuité ayant 
une composante normale, puisque celle-ci influerait sur les dérivées de la 
densité. 

Nous allons voir, d'autre part, qu'une discontinuité normale pourrait . 

seule se propager. Nous pouvons même énoncer ce résultat sous la forme ^ 
générale suivante : 

Dans un milieu en mouvement, si les cœnposanles de facrélération ^^ 
sont égales, à des quantités continues près, aux dérivées partielles (par — ^ 
rapport au.r coordonnées actuelles) d'une mnne quantité partout eon- — . ^, 
tinue «î», #7 ne peut se propager que des discontinuités (du second ordref -^yi 
normales. 

En elîet, les variations des composantes de l'accélération sont /.ft 1 , ji** t l^^. 

et doivent être égales aux variations de * » -- • *— . Or, celles-ci, puisque^-* * 

est supposé continu, doivent être, d'après le lemme du n* 73, propow. 
tionnelles à x, p, 7. H en est donc de même de )., u, v si est différent de ■■■■)_ 

On voit donc que le saut d'accélération est normal, et ce résultat o - % t 
obtenu sans qu'il soit nécessaire de faire interrenir la compatibilité, im i 
aucune liyfiotlièse autre que la continuité de 4» à l'instant considéré. 

Si maintenant nous admettons qu'il y a compatibilité, avec une vite^^s— * 
de propagation différente de zéro, nous savons que la direction du u*m. mjt 
d'accé! ^ration est aussi celle du segment caratériMique ;À, ji, >). 

Le leinme qui» nous venons de démontrer s'applique immédiatement «au 

cas qui nous occupe, la quantité 4» étant ici ; , en vertu des équations « *•«. 

On remarquera que même s'il n'y a pas < ompatibilité ou même si la ^31 •*- 
continuité est du premier ordre et non du second, sou 8 la seule condi %.<*on 
de supp ihit 1 1 pression partout continue, le raisonnement précédent mo> *» ,,y 
que la variation hruiquf d'accélération est un segment normal à fo****^*- 



2 lo. — Il e*l aisé de généraliser à une discontinuité d'un ordre r§ *-»**- 
t-onqui» n. D.uiH ce «as la variation de l'accélération d'ordre n dépend C * } ** 



On 11 a j.4* ' r _(/,.) . . ( .- J ■ ■ ) . nui*lt dirl-renc •»•• »:••• d«mi «xprc #•**•• 
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celles des dérivées de «r^r^. Or, les dérivées (n — 2) ômM de p par rapport 

à x, y, z, pouvant s'exprimer en fonction des dérivées d'ordre n — 1 des 
coordonnées, sont continues dans l'hypothèse actuelle et il en est de même 
pour les autres dérivées (n — 2) èm6S de p, en vertu de la proposition fonda- 

mentale du n° 97. On peut donc appliquer à s H È le lemme précédent, et 

déduire de là que la variation d'accélération d'ordre n est un segment 
normal à l'onde. 

246. — Si maintenant on fait intervenir les conditions de compatibilité, 
on voit que la composante tangentielle de la discontinuité, et, par consé- 
quent, celle-ci tout entière sont nulles s'il y a propagation. 

Il est donc établi que le mouvement d'un liquide ne peut présenter que 
des discontinuités à la fois stationnaires et tangentielles. 

247. — Le lemme qui vient d'être utilisé est d'ailleurs également 

pplicable aux gaz, en prenant pour * la quantité l — , qui est une fonc- 

ion de p. Le fait, précédemment constaté, que toute discontinuité qui se 
►ropage dans un gaz est normale, est donc, comme on le voit, une consé- 
f uence de celui-ci, que les accélérations dérivent d'un potentiel. 

248* — Reprenons maintenant, comme au chap. Kl, un liquide dans 
«quel on donne les positions et les vitesses des différentes molécules, et 
supposons que ces données présentent, le long d'une certaine surface S, 
a ne discontinuité du second ordre, laquelle sera, par conséquent, connue 

*n chaque point en ce qui concerne les dérivées d'indice zéro ^-^, .... et les 



oa* 



o*x 



dérivées d'indice un *—*-., ..... Nous ne supposons d'ailleurs pas que les 

conditions de compatibilité soient vérifiées. Mais, par contre, les condi- 
tions identiques le sont nécessairement, puisque la discontinuité est 
du second ordre tout le long de S. Nous aurons donc en chaque point de 
celle-ci deux segments donnés, dont les directions ne sont pas nécessaire- 



<comme on le voit en exprimant le symbole ,- en fonction de ô ~ et développant) ne 

comprend que le» dérivées des coordonnées jusqu'à l'ordre n — 1 et les dérivées de 
b pression jusqu'à l'ordre n — 2, toutes quantités continues dans nos hypothèses. 



y 
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ment les mêmes. Quelles seront, dans ces conditions, les discontinuités 

o'x o*y o 1 ^ 
éprouvées par 8|1 . ^. ?Ji ? 

Nous nous placerons d'ailleurs, pour répondre à cette question, dans 
l'hypothèse où il ne se creuse pas de cavités à l'intérieur du fluide et où, 
par conséquent, les deux régions situées départ et d'autre de S restent for- 
cément contigues Tune à l'autre pendant toute la durée du mouvement. 

La question se simplifie notablement en raison des propriétés physiques 
particulières aux fluides. Ceux-ci ne conservent en effet, aucune trace de 
leur état initial, si ce n'est que la densité ne cesse pas d'être donnée par 
l'équation (3 ) du n» 17. 

Dès lors, la restriction apportée au choix de l'état initial au n° 45*'* eesse 
d'être nécessaire : on peut indifféremment substituer l'un à l'autre deux 
états initiaux tels que les dérivées des coordonnées de l'un par rapport 
aux coordonnées de l'autre présentent des discontinuités ou des singularités 
quelconques pourvu que le déterminant fonctionnel des anciennes coordon- 
nées par rapport aux nouvelles soit continu ainsi que ses dérivées. 

Or, dans le cas actuel, les positions données des molécules doivent évi- 
demment être choisies telles que la densité soit constante. 

Donc, quoiqu'il y ait discontinuité, nous pouvons prendre, pour tout le 
fluide, l'état actuel comme état initial et, par conséquent, annuler le seg- 
ment qui correspond aux dérivées d'indice zéro. 

Pour voir ce que *era, dans ces conditions, le segment à,, jx,, v f ) qui 
correspond aux dérivées d'indice un, nous devons nous rappeler que les 
vitesses sonl néces>ai renient choisies telles que la dérivée de la densité par 
rapport au temps soit partout nulle. Si alors nous nous reportons au calcul 
de l.i variation de celle dérivée, tel qu'il a été fait au n° I I I 1 "» (les con- 
sidération.* du n° III ne peuvent être invoquées ici, puisqu'il n'y a pis 
compatibilité) nous voyons que le segment >.,, fi,, v ( ) doit être tangent à 
la surface S. 

Quant à l'accélération, elle n éprouvera aucune discontinuité (si l'on 
écarte toujours le cas où le fluide se creuserait de cavités). Kn effet, nous 
avons vu précédemment m* *Z A I) qu'en vertu des équations du mouve- 
ment, une telle discontinuité devrait être normale et, d'autre part, nous 
savons qu'elle devrait être tangentielle, sans quoi, elle ne saurait subsister 
qu'en se propageant, ce qui eut impossible. 

*Z 10. Main on prul aller plus loin et affirmer, non seulement que If* 
accélération* de ton* le* ordre* >onl continues, mai* encore que la di»con- 
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tinuité donnée ne donne lieu, dans la suite du mouvement, à aucune 
discontinuité absolue. 

Pour le voir, rappelons-nous les considérations du n° 244, d'où résulte 
que le saut d'accélération, dans la discontinuité considérée, est nécessaire- 
ment normal. Cette conclusion subsiste lors même qu'il y a saut de 
vitesse. 

Soient alors £', V des coordonnées curvilignes sur la surface de discon- 
tinuité, coordonnées qui définissent une molécule quelconque de cette 
surface appartenant à la région 2 ; £, ^ les coordonnées curvilignes, à l'ins- 
tant t de la molécule de la région 1 qui, à l'instant t, coïncide avec la 
molécule (£\ V) de la région 2. Pour £', r/ données, £ et r t sont des fonctions 
de t. La condition que le saut d'accélération soit normal donne, pour ces 
fonctions, deux équations différentielles du second ordre, lesquelles sont 
évidemment vérifiées lorsque £ et r t sont constants ( â ). C'est, dès lors, néces- 
sairement, celte dernière circonstance qui se produira si, à un instant déler- 

miné, les deux dérivées -t.» -4t sont nulles : ce que nous voulions établir. 

250« — H est aisé de vérifier, sur des exemples simples de discontinuités 
portant sur les tourbillons, c'est-à-dire de discontinuités transversales 

portant sur les dérivées de la forme •>—*-. .... l'existence d'un mouvement 

oaot 

sans discontinuité absolue. 

Prenons, par exemple, un mouvement à deux dimensions défini par la 

do u|> l e condition : 1° de se réduire, dans tout le volume d'un certain cylindre 

" e dévolution C dont l'axe est vertical, à une rotation uniforme autour 

" e °^ taxe; 2° d'avoir une rotation moléculaire nulle dans tout l'espace 

r ^3(^ >I1 j Lgg méthodes connues de l'Hydrodynamique montrent que, dans 

ce» conditions, >l existe un potentiel des vitesses égal à k arc tg ^ , k étant 

u f*^ constante et l'axe des z étant l'axe de C. La vitesse sera alors perpen- 
°**laire au plan mené par le point (x t y) et l'axe, et inversement propor- 

lc *****elle à la distance r = six 1 -+- y* . Chaque point extérieur à C décrira 
0ï *«i une circonférence et tournera, pendant un temps t, d'un angle égal 



{V ) Voir la note III à la fin du volume. 
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De plus, la vitesse devant être continue à l'origine du mouvement, U 

constante k aura dû être calculée de manière à ce que. à la surface du 

cylindre, la vitesse angulaire soit la même que celle des points intérieur». 

Dans ces conditions, il est clair que les points inté- 

. / rieurs et extérieurs qui seront en contact les uns av*-c 

\ î ' les autres seront les mêmes à tout instant. 

Par contre, la surface du cylindre sera évidemment 
le siège d'une discontinuité du premier ordre portant 

sur les dérivées <- , Seulement, cette discon- 

ta 

tinuité ne serait pas physiquement appréciable. Elle 

n'existerait pas à un instant quelconque, considéré en 

lui-même, mais serait uniquement relative aux posi- - 

Fig- 18 |j ons à deux instants différents comparées les u 

aux autres. Autrement dit, une ligne à tangente continue, telle que cell 

qui sont représentées sur la fig. 18. traversant la surface du cylindre 

serait remplacée, aux instants suivants par une ligne 

ayant l'allure représentée sur la fig, 18 b »\ 

L'existence d'une discontinuité de cette espèce ré- . -'' 

suite bien, dans le cas général, des considérations qui 

précèdent : nous savons (n* IKI) qu'une discontinuité 

station nai re du second ordre allée tant les dérivées 

d'indice un donne naissance à une discontinuité du 

premier ordre portant sur les dérivées d'indice zéro. 

251. — - Revenons maintenant au cas des gaz. 
Soient encore données les positions et les vitesses des * ,| £* " 

molécules avec une discontinuité du second ordre en tous les points d'um ose* 
surface S, les conditions identiques étant vérifiées, mais non les conditic^^ *ki< 
de compatibilité. H existera donc, en chacun de ces points, deux segnievrm (s 
(V, ;i, •/) et (>,, ;i|, v ( ) correspondant respectivement aux dérivées d'indL m** 
zéro et d'indice un. 

Plaçons- nous d'abord dans un cas particulier, celui où ces segments ssr rf^ol 
tous deux normaux à S. Alors on peut déterminer deux discontinuité* srsi «ar- 
mâtes m» pro|»a^eant, l'une avec la vitesse 6 donnée par la formule S. 
l'autre avec la vitesse — h, dont la superposition produit la discontinuité 
donnée. 

Soient, en effet, /et l les pranthuirs de ces deux discontinuité*; k #»H 
le* grandeurs de* serment:» donnas, ■/, :j, * et i/ t , u r /, comptés < 
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ou comme négatives suivant leur sens. II est clair qu'on devra 

\ k = (V — i) e 

?ciproquement t si ces deux conditions sont vérifiées, les ondes de 

l et V sont bien celles que nous cherchons. 

deux équations précédentes sont évidemment toujours résolubles 
>rt à / et V. 

Pour traiter le cas général, il suffit de combiner ce que nous venons 
vec les résultats obtenus dans le cas des liquides, 
ommes libres de prendre l'état initial que nous voudrons, pourvu 
nsité et ses dérivées y soient continues. Nous pourrons dès lors, 
t coïncider cet état initial avec l'état actuel dans la région 1 , le 
ms le région 2 de la façon suivante : 

érons chaque point M de la région 2 comme défini par sa distance 
M?/i = ô à S et par la position du point m. Sur la même normale 
ons une nouvelle distance Mm = o . Nous pourrons évidemment 
îlte dernière en fonction de la première et de la position de m, de 
que, si Ton imagine chaque molécule de la région 2 transportée 
asition véritable M à la position M correspondante, la densité 
continue ainsi que toutes ses dérivées. C'est Tétai fictif ainsi 
ue nous prendrons pour état initial. 11 est clair qu'alors le segment 
sera normal à la surface de discontinuité. 

pourrons, d'autre part, décomposer le segment (X,, ^j, y,) en sa 
►rmale et sa partie tangentielle. Si nous faisons d'abord abstraction 
dernière, nous serons ramenés au cas que nous venons d'étudier, 
trouverons deux feuillets de discontinuité se propageant en sens 
avec la vitesse 6. 

ira, dès lors, d'adjoindre à ces deux ondes la discontinuité produite 
>mposante tangentielle du segment (X t , ji,, v t ). Celle-ci est forcé- 
itionnaire. On pourra lui appliquer sans modification les rai son ne- 
-ésentés dans le cas des liquides. Les accélérations de tous ordres 
t donc continues lorsqu'il ne subsistera plus que cette troisième 
mité : le résultat produit sera une déformation du premier ordre 
des régions par rapport à l'autre, ainsi qu'il a été expliqué tout à 
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£5tt. — C'est d'une manière tout analogue que l'on déterminera l'état 
qui prend naissance au contact de la paroi lorsque l'accélération normale 
de celle-ci sera en discordance avec celle qui résulterait des équations 
internes du mouvement, comme nous l'avons expliqué aux n M 130*140. 
Nous aurons alors à faire intervenir une discontinuité normale se propa- 



V3> 



géant avec la vitesse 8 = * / -~ vers l'intérieur du fluide. La grandeur / 

de cette discontinuité sera déterminée par la condition que /6* soit égal à 
la différence des deux valeurs de l'accélération normale. / étant ainsi cal- 
culé, on n'aura plus qu'à appliquer les formules du ch. II pour obtenir les 
dérivées du second ordre au contact de la paroi, puisqu'on connaît ces 
mêmes valeurs avant la naissance de la discontinuité. 

254* — Les résultats les plus importants qui aient été obtenus jusqu'ici 
en Hydrodynamique sont, comme on sait, relatifs à la conservation des 
tourbillons et, par conséquent, à celle du potentiel des vitesses, lorsqu'il 
existe. 

Or, les composantes du tourbillon sont formées avec les dérivées partielles 
du second ordre de .r, y, ; par rapport à a, 6, c. I. On doit donc se deman- 
der si les théorèmes qui les concernent ne sont pas mis en défaut lors du 
passage de nos discontinuités. 

I«a réponse est négative ; elle résulte immédiatement de ce que les discon- 
tinuité* hydrodynamiques sont normales. Comme telles, elles n'affecteront 
pas la rotation moléculaire, dont la variation est proportionnelle (n* I I I) 
à la composante taugentielle de la discontinuité. 

255. — Au reste, le même fait se reconnaît (') par la considération de 

l'intégrale I udx -h vdy -+- ivdz ou circulation, qui fournit, comme on 

lésait ('), la démonstration la plus simple des théorèmes, dont nous parlons, 
ceux-ci revenant à la conservation de cette intégrale au cours du mouve- 
ment, lorsquelle est prise suivant un contour fermé C. 



(*i No ut nous contenterons d'indiquer aora mai renient !■ marche de ce raisonne'* 
ment tout analogue à celui qui sera expo-* 1 plut loin, dan* la noie III à la fin do 
volume. 

( s > Tmwos. Camhrtdge Trans , !*W . It%«*KT. IlydrodyHttmitiw. t. I. p. T»-7l . 
IM mim. Hydrodynamiijut, l Instiriu. .\> ousltjur , t. I, p. tlK-lir» ; l'oi\<:*afc. Th*>* i> 
tle» T»**bdlont t ch. I; Ari'iLi, 7V«nc« ds M<cantqw t t III. eu. xvx\, etc. 
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La question est donc de savoir si l'intégrale en question, qui garde 
nécessairement ta même valeur tant que le contour C reste dans une région 
où le mouvement est bien continu, peut en changer lorsque ce contour est 
traversé par une onde. 

Or, pendant un intervalle de temps dt> l'influence d'une discontinuité ne 
s'exerce que sur les arcs s de C compris entre les deux positions occupées 
par Tonde au commencement et à la fin de cet intervalle : arcs dont la 
longueur est de Tordre de dt. D'autre part, si Ton écrit l'intégrale sous la 
forme 



// dx t 



*) / («£ + *a? + »£K 



(- étant un paramètre qui définit une molécule déterminée de la ligne G) 

l'expression u -y- -+- v ■% " -+- w ,_ ne variera pas brusquement sur l'onde, 

puisque celle-ci est du second ordre. Laquantitédont elle sera modifiée par 
la discontinuité, en un point quelconque d'un des arcs 5, sera donc de l'ordre 
de cet arc lui-même, et l'altération correspondante de l'intégrale (8), de 
Tordre de s* 9 c'est-à-dire de dt*. Donc la dérivée de cette intégrale sera nulle, 
comme quand le mouvement était continu. 

On peut s'étonner du succès de ce raisonnement, étant donné qu'il ne 
fait point intervenir la direction de la discontinuité, et que, d'après le n° 
précédent le résultat actuel cesserait évidemment d'être vrai si celle-ci 
n'était pas normale. Mais il faut observer que (n° 247) l'orlhogonalitéqui 
existe entre la direction de la discontinuité et celle de la surface d'onde 
revient à l'existence d'un potentiel des accélérations, laquelle a été utilisée 
lorsqu'on a établi la conservation des tourbillons dans le mouvement 
continu. 

256* — Outre les ondes d'accélération, il peut se produire comme nous 
l'avons vu, des ondes du premier ordre, ou ondes de choc. Nous avons 
même constaté que de telles ondes peuvent naître lors même que la vitesse 
de la paroi ne présenterait aucune variation brusque. Il est aisé d'établir, 
pour la propagation de telles ondes, des équations tout analogues à celles 
que nous avons écrites aux n°* 205-209 dans le cas du mouvement 
recti ligne. 

Soit (X, p, v) le segment caractéristique de la discontinuité, Tétat initial 
étant celui de la région 1 : la variation brusque de la vitesse sera (— X6, 
— |ie, — vô). Soit, d'autre part, \jp] = p t — p t la variation de pression. 
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Appliquons le théorème des quantités de mouvement projetées à un petit 
cylindre compris entre une portion S de la surface d'onde au temps I et la 
portion correspondante de la surface d'onde à l'instant infiniment voisin 
/ -t- dt. Ce cylindre étant considéré dans l'état 1 du milieu, sa hauteur 
sera 

dn = Mt 
et sa masse 

p^Sdt 

Nous supposerons S très petit, mais cependant dt négligeable par rapport 
aux dimensions de S. Grèce à cette circonstance, nous pourrons négliger 
les pressions agissant sur la surface latérale de notre cylindre par rapport 
à celles qui agissent sur les bases. L'elTet des forces X, Y, Z serait égale* 
ment négligeable, comme nous l'avons vu au n° 205. Si donc a, £, 7 sont 
les cosiuus directeurs de la normale à l'onde, lesquels ne varient pas brus- 
quement, il restera, puisque notre cylindre passe ('), pendant le tempa dt, 
de la région 2 à la région 1 et, par conséquent, de la vitesse (m, — >*. 
r t — p0, te, — v6)à la vitesse (i/,, r,, w { ) sous l'action des pressions nor- 
males opposées p t et/)j, 

?l estf/. xe = — *[p]Sdt, 
?l *Sdt. f*e = — ïlp\Sdt, 

p.OSd*. vO = — tlp]Sdt. 

Ceci nous montre tout d'abord que la discontinuité est nécessairement 
normale. Sa grandeur / est 

Le rapport des densités est donné par la formule ('60; du n° 109. Si 
nous tenons compte de ce que la discontinuité est normale et de grandeur /. 
il vient 

(10) ?• - i - '• 

On peut éliminer / entre ces deux équations et on obtient 



♦ ») Cornu»* an n* SN. nous suppotont, daaa \* rai§onn«m«iit, 9 potitif. le rttulut 
final étant, bien entendu. ind*p*n«Unl de c*ilt hjpoihf •*. 



LES MOUVEMENTS DANS L'ESPACE 239 

Cette formule correspond à l'expression (68) obtenue au n° 207 pour 
la vitesse de propagation. Elle a toutefois une forme un peu différente en 
raison de ce que nous prenons pour état initial l'état actuel de la région 1, 
ce que nous n'avions pas fait dans le cas du mouvement recti ligne. 

257* Nous avons encore à écrire l'équation d'adiabaticité. Si nous 
adoptions la loi de Poisson, cette condition serait simplement 

Pi m P* m 

Pi e ^Pt étant les deux pressions. 

Si, au contraire, nous suivons la voie indiquée par Hugoniot, nous 
aurons à écrire directement que la différence entre le travail total des 
pressions, lequel, évalué comme nous l'avons fait au n° 209, a l'expression 

*ï = Pi ("t * -*- v, p H- to % y) - ?;[(«, — X6) « + (r 1 — fi6) p -h (w { - v6) Y ] 
= p 2 /8 — [p] (m, a -+- v, p -h wtf) 

et la variation brusque de force vive est égale à la variation d'énergie 
interne. Or, cette énergie, qui est, au facteur r près, le produit du 

volume par la pression a, dans l'état 1, la valeur — £*-* Sdt et, dans 

l'état 2, où le volume est multiplié par ^ t la valeur & ^' . Sdt. 
Nous aurons donc (en supprimant le facteur Sdt) 

\ P« » — [p] ("i* -+- t>i P -H to, f) -+- ^- [(u* -*- r* H- «?»)] 
(12) • f P.\ 

Comme au n° 200 nous aurons à transformer cette équation de manière 
à la rendre indépendante du mouvement absolu du fluide. A cet effet, nous 
n'aurons qu'à utiliser les équations précédemment obtenues 

w 2 = ?^ | — /«e, 

U> 2 = M>, — W» 

^où, u ly »,, u? t ; m 2 , r 2 , m» 8 sont les deux vitesses) qui nous donneront la va- 
riation de force vive par unité de masse [(ti 1 -h v* -H tv 2 )]. 
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L'équalion (12) devient ainsi 



;s Sill(^-ft£) 



et l'on voit bien alors que les terme» eo u, s + r t p -h f/*,f s'élimin<»nt eo 
vertu de (9). Il reste (en divisant par 0, puis éliminant / et 6* par le moyen 
des équations (9) et (10)) 

(18) &^-& ( Pl - Pf ) = f j i 4rî <P. Pt - P.P.) 

c'est-à-dire l'équation même que nous avions obtenue, pour le cas du mou* 
vement recti ligne, au n # 209 (les quantités u>, et <•>, qui figurent eo cet 
endroit étant inversement proportionnelles à p, et à p s ). 

258. — La démonstration du n* 254, d'après laquelle les ondes d'accé- 
lération n'altèrent pas le mouvement tourbillonnaire, ne s'applique pas aux 
ondes de choc. Au contraire, en modifiant convenablement le raisonnement 
du n° 255, on peut démontrer (' que celles-ci sont capables de faire 
naître des tourbillons là où il n'en existait pas avant leur passage. 



(' Voir U noie III à la fin du Yolume. 



CHAPITRE VI 



APPLICATION A LA THÉORIE DE L'ELASTICITE 



2o9* — Nous allons, dans ce chapitre, nous proposer d'étudier la pro- 
pagation des ondes non plus dans les liquides, mais dans les solides élas- 
tiques. Contrairement à ce qui se passait pour les liquides, il y a lieu, pour 
cette étude, de prendre pour étal initial non plus Tétai actuel, mais un état 
parfaitement déterminé, dit état naturel, du corps considéré. L'état initial 
étant ainsi choisi, les tensions internes sont des fonctions des composantes 
de déformation e n e a , e 3 , v t , y 2 , y 3 définies au n° 51. 
. La distinction entre l'état initial et l'état actuel n'a d'ailleurs pas à inter- 
venir dans le cas le plus simple que l'on ait à étudier, celui où Ton suppose : 
t° que le corps considéré est homogène et isotrope ; 2° que lés déformations 
qu'il subit sont infiniment petites. 

Dans ce cas, les coordonnées a, b, c de l'état initial (c'est-à-dire de l'état 
naturel), coïncident sensiblement avec les coordonnées x, y, z de l'état 

actuel : on a 

oo = a + ?, 
y = b H- 7), 

Z = C 4- Ç, 

£, r n £ étant supposés très petits ainsi que leurs dérivées. Réduites aux 
termes infiniment petits du premier ordre, les composantes de déformation 
seront 

l ' ta' * *y te 

î Tl ""a* ""*" oy f T * — 5 ~*~ ï~'1* — ty + m' 

Les équations du mouvement se déduisent, comme nous aurons l'occa- 
Hadamabd 16 
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siou de le rappeler un peu plus loin, de la considération d'une certain? 
fonction des composantes de déformation appelée énergie élastique. Dan* 
le cas de l'isoiropie où nous nous plaçons maintenant, celle quantité a une 
expression de la forme 



fff* 



(2 III Wprfxrfytf; 



<n|ï 



2 ? \V = L ., -h i, -h •,)* -»- M v 2tï + 2.» ■+• 2i», + tf •+■ t * + 7 ») 
= (L + 2M)(i,+i,-ni ï )*+ll.;Tfî-*- lf ï-h 1r i-4t 1 » 1 -4i,t ! — ii,!,) 



où L et M sont deux constantes (') (plies que la forme quadratique \V soit 
définie positive, c'est-à-dire assujetties aux inégalités 

(3) M>0, 3L-t-2M>0. 
Les équations du mouvement s'écrivent 

? g = MA; + (L + M);J-h?X, 

(4) * p$=IU. S -f-(L. t -ll l ^ + ? Y. 



IÀ. 



f ? ^=ma; + (L + ii)^ + pZ, 



o étant l'expression 



«>; br t •>; 



telle que 1 -h * représente la dilatation '•', et X, Y, Z les forces donnée* 

P 
rapportées à l'unité de masse. 

260. — Les équations (4) sont, comme on voit, du second ordre 
en £, t,, ; ; elles font connaître les com|H>santes de l'accélération dés 
que ;, r tt ; «ont donnés pour chaque valeur do a, '\c, c'est-à-dire dès qu'on 
donne les jm)si lions des molécules. 

Or I'ex|>érit»nci» nous enseigne que, |>our déterminer le mouvement d'un 
corps élastique, on doit se donner non seulement les positions et les vitesse» 
des molécules à un instant donné, mais en outre une série de conditions 



i> Non* «l^u-nont par !.. M lot coefficient* que l'on nomme habituellement V» m, 
cet d.-rnièrcs Irltrv* i l.int eu)j>ic)**es ici mtcc un.- autre n^uificâtion. 
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aux limites, telles que les mouvements des différents points de la surface 
du corps à tout instant, ou les pressions qui s'exercent à chaque instant 
sur cette surface. 

Dansées conditions, nous rencontrons exactement la môme difficulté 
que dans le problème de l'Hydrodynamique. 

Plaçons-nous, par exemple, dans l'hypothèse où l'on donne le mouvement 
de chacun des points de la surface. Nous connaîtrons dès lors, les accéléra- 
tions de ces points, et les valeurs trouvées pour ces accélérations sont 
entièrement indépendantes des équations internes : il n'y aura donc aucune 
raison pour qu'elles concordent avec celles qui résultent de ces équations. 
La contradiction est même plus complète que précédemment, puisque ce 
sont les valeurs mêmes des accélérations, et non plus seulement leurs com- 
posantes normales, qui sont données par les conditions aux limites. 

Comme dans le cas de l'Hydrodynamique, la solution de cette difficulté 
doit être cherchée dans la production de discontinuités du second ordre qui 
naissent à la surface limite et se propagent dans l'intérieur du corps : c'est 
cette propagation que nous allons étudier. 

L'état actuel coïncidant sensiblement avec l'état initial, soient A, [i, v les 
composantes de la discontinité rapportée à l'un quelconque de ces deux 
états ; la vitesse de propagation, a, P, y les cosinus directeurs de la nor- 
male à la surface d'onde. Si, dans les équations (4), nous remplaçons les 
^variations brusques des dérivées du second ordre par leurs valeurs tirées 
cSes formules du n° 103, il viendra 

( pX8* = MX 4- (L 4- M) a(Xa 4- np 4- v Y ) 

r fi) J p[ x6* = M|H-(L + M) P(Xa -f- |iP -f- vy) 

( pv8 2 = Mv -+. (L 4- M) y(X* -t- |ip -t- vy). 

Si nous écrivons ces équations sous la forme 

(p8« — M) X = (L 4- M) a(Xa 4- nP 4- v Y ) 
(p8* — M) (i = (L -*- M) P(Xa 4- |ip 4- v Y ) 
(p6* -M)v=(L + H) y(X* 4- rf -h v Y ), 
"**ous voyons qu'elles sont entièrement semblables aux équations (2') du 
chapitre précédent. Par conséquent, d'après ce qui a été dit en cet endroit, 
^lles admettront deux sortes de solutions : 

1° - = £ = - : la discontinuité est longitudinale. Sa vitesse de propa- 
gation sera donnée par la relation pO 2 — M = L 4- M, soit 
(6)" 0» = 2M_-t_L. 
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\ 



2* li -+• ;i? H- vy — : la discontinuité est transversale. Sa vitesse de 
propagation sera donnée par la relation sO f — M — 0, soit 

(7) e.«M. 

tas deux valeurs de ainsi obtenues sont d'ailleurs réelles en vertu des 
inégalités (3). 

Ainsi, les corps solides isotropes sont susceptibles de propager, avec des 
vitesses différentes, deux séries d'ondes : les unes sont exclusivement longi- 
tudinales, les autres exclusivement transversales. Ainsi que nous l'avons 
vu au n° IIS, les premières ne s'accompagnent d'aucune variation de la 
rotation moléculaire instantanée ; les secondes, d'aucune variation des 
dérivées de la densité. 

201. — Si, à un instant déterminé, il existe, entre les accélérations de— 
la surface déduites des équations internes et ces mûmes accélération^*» 
déduites des conditions aux limites, une différence quelconque, celle-c îbbbm 

donnera lieu à deux ondes, Tune longitudinale, l'autre transversale, corn?*- 

imndant respectivement à la composante normale et à la composante Uos> 

£»ntielle du segment qui représente cette différence. 

Si, d'autre part, dans l'intérieur du milieu, existait à un moment détessr- 
miité une discontinuité du second ordre le long d'une surface dflrrmin^d 

et que celte discontinuité fut absolument quelconque (sous la seule reslrâc . 

tion des conditions identique*) elle donnerait naissance à quatre ondes. %«■ ^ 
unes longitudinales, les autres transversales, se propageant les unes dat^^ms 
un sens, les autres en sens contraire. 

202* — Si, au lieu de se donner les positions des points de la surfacr 
mi se donnait ù chaque instant les tensions qui sollicitent ces points, celle 
ci |Mnirraient également, a l'instant initial, avoir des valeurs différent** <J 9F le 
celles qu'on déduit des valeurs connues des composantes de déformttio» -**^n 
en ces mêmes points. Dans ces conditions, il se produirait également unssr:* 1 * 
onde ; mais elle serait, cette fois, du premier ordre, car une différence Gossr ^* 
de la pression interne avec la pression externe produit une variation brusqia- s*" 1 * 
de vitesse. De telles ondes ont été étudiées par Christoflel '). Grèce * 

l'hypothèse que le> mouvements sont in Uniment petits, ce savant obtksn *' 



.tfifici.'i di Matematicn, terie 11. tome Vlll, p. ufl j |*77. 
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d'ailleurs des résultais identiques, au fond, à ceux que fournil l étude dos 
ondes d'accélération. 

26»i. — On forme aisément, dans les traités d'Elasticité, les équations 
du mouvement pour le cas des corps anisolropes. Nous ne développerons 
pas, pour ces corps, les résultats correspondant à ceux qui précèdent: nous 
allons, en effet, les retrouver dans le cas plus général de la déformation 
finie. Rappelons seulement que W est encore une forme quadratique 
en s,, s 2 , e 3 , Yt» Ï2» Y 3 e ^ ( \ ue ^ es équations (4) sont remplacées par trois 
équations du second ordre qui donnent encore les projections de Taccéléra- 
tion en fonction des dérivée* secondes (et aussi des dérivées premières, si 
le corps n'est pas homogène) de ;, >), Ç par rapport h a?, //, z. 

Lorsqu'on cherche, en optique, les états vibratoires satisfaisant aux 
équations ainsi écrites, on constate qu'à toute direction d'onde plane cor- 
respondent trois directions de vibration, lesquelles sont rectangulaires 
entre elles et sont les directions principales d'une certaine quadrique 
dite ellipsoïde de polarisation. On retrouverait exactement ce même résul- 
tat en se plaçant au point de vue d'Hugoniot : le calcul est tout analogue 
à celui qui a été présenté plus haut (n° 261) ou à celui que nous ferons 
plus loin (n° «67). 

264. — Laissons maintenant de côté le cas des déformations infiniment 
petites et proposons-nous, pour un solide isotrope ou non, l'étude des ondes 
élastiques avec déformations finies. 

Le cas où il existe de telles déformations a été envisagé par MM. Boussi- 
nesq et Brillouin. Pour écrire, dans ces conditions, les équations de l'équi- 
libre, on part encore de la considération de V énergie élastique, c'est-à-dire 
d'une certaine intégrale triple de la forme 



(2) 



III yf?dxdydz= / / / \Vp dadbdc 



où pdxdydz = p dadbdc est Télément de masse, et où West, en chaque 
point, une certaine fonction des six composantes de déformation c,, i i% e a , 
Y,, y y 3 « Cette fonction contient, d'ailleurs ou non, explicitement a, b } c 
suivant que le corps considéré est hétérogène ou homogène, dans son état 
initial. 

Le système de variables indépendantes composé du temps et des 
coordonnées initiales a, b, c étant seul employé dans ce chapitre et, par 
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conséquent aucune confusion n'étant à craindre h cet égard, il ne sera pu 
nécessaire de nous conformer à la convention du n° 01 : nous désignerons 
donc par le symbole o les dérivées prises par rapport à ces variables, le 
signe o étant réservé aux composantes des déplacements virtuels. 

Nous écrirons que la variation de l'intégrale (2^, pour tout système de 
déplacements virtuels [ix, oy, o;) communiqués aux différent* points, est 
égale au travail correspondant des forces données (rapportées à l'unité de 
masse) (X, Y, Z), soit à l'expression 



fff 



(8) III {Xlx "*" Y8y "*" Z8 *) P ixd y ds > 

si les positions des points de la surface sont fixées, ou à cette expression 
jointe au travail des pressions extérieures, clans le cas contraire. 

Soient, comme au n° 47, a,, h l% c |f a s , b s , c,, a 3 , & 3 , c, les dérivées par- 
tielles de x % i/, z par rapport à «, 6, c. La variation de l'intégrale (2) est 
(en observant que l'élément de masse zdxdydz ne varie pas) 



h -.- **b x -i oc. -t --- w â 



(9 -t-"' - '>,) ?da;dydz 

i , 

I J J J \". "" "" ^ **" + J :</X ^' /; - 

Suivant les régies générales du calcul des variations, nous devrons trans- 
former cette expression par une intégration par parties ou, plus exactement, 
par la formule de (ireen. Nous aurons ainsi une intégrale de surface et une 
nouvelle intégrale de volume 



APPLICATION A LA THEORIE DE L'ÉLASTICITÉ 247 

Pour que la somme ainsi obtenue soit identiquement égale à la somme 
de la quantité (8) et du travail des pressions, il faut qu'il y ait égalité, 
quels que soienf ox, oy, oj, d'une part entre les intégrales de surface, 
d'autre part entre les intégrales de volume. Celles-ci nous donneront les 
équations internes de l'équilibre, savoir 

1 isa \àa t / *b \ ô6, / oc \ ôc t / 

<«» à(fW(SD^(f)^=° 

tandis que l'égalité des intégrales de surface fournira (en supposant don* 
nées les pressions extérieures) les conditions aux limites. 

Si enfin nous voulons passer du cas de l'équilibre à celui du mouvement, 
nous n'aurons qu'à substituer au principe du travail virtuel celui de Hamil- 
ton : ceci revient d'ailleurs (comparer ce que nous avons dit au chap. III) 
à faire usage du principe de d'Alembert et à introduire dans les forces 
X, Y, Z les forces d'inertie. Les équations à la surface resteront inaltérées 
pendant que les équations internes deviendront 

/ _d /ft\V\ a /ftW\ ^ /ô_W\ v (?x __ . 
I àa \î>a t ) "*" *b [oh / + c>ci^/ + A M* — U 

ï da \*aj. + 06 UU + S3 V5c,7 ~ â? ~~ 

Ces équations sont du second ordre, tant par rapport à l que par rapport 
à a, b, c, puisque l'on doit dériver les termes — , 5— > — qui sont des 

Oûfi dOi ùCi ^ 

fonctions des dérivées du premier ordre. Si» le corps est homogène, ces 
quantités ne contiendront pas explicitement a, b, c, et, par conséquent, les 
équations ne comprendront que des termes du second ordre. II y entrerait, 
en outre, des termes du premier ordre dans le cas contraire. 

*G5. — Le cas de l'Hydrodynamique correspond à celui où W est fonc- 
tion de la seule densité, autrement dit (l'état initial étant supposé homogène) 
du déterminant fonctionnel 

a t b t c, 
D = a, b t c i 

«3 *3 C 3 
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Pour NV = Ffl>), les dérivées précédemment considérées ne sont autres que 
les produits de F'(D) par les mineurs A., II., C, du détenuiuaut précédent. 
L'expression 

qui figure dans la première équation (10) s'écrit donc 

'■mfê^fh'-wfA.S + i.SH.».*). 

Le coeflieieut de F' (D) est nul, ainsi qa'il est bien conna par la théorie du 
multiplicateur ('). Celui de F*(D) peut s'écrire 

Or ceci n'est autre que II ' ; car les quantités - • » Ji * sont les d»"n- 
i\v l) D D 

vée> partielles de <i, 6, c par rapport à .r-fx, y, z étant pris comme variable* 

indépendante v L'équation 

est ideulique à la première équation (1) du chap. V, moyennant l'équation 3 
du n° 19 et la relation 

(12, P^-P.F'CH). 

t£00. — Le équations 1 11), faisant connaître les coin .posa nies de raccé- 
lération en chaque point par le moyen des dérivées partielles de .#*, y, z 
relativement à «, h, r en eo point, appellent des remarques toutes sem- 
blables à < elles que nous avons faites pour les équations de l'Hydrodyna- 
mique (n** |:I1)-I tO et pour les équations <4) (n 400). L'accorda 
établir entre les équations internes et les conditions aux limites nous con- 
duit donc de nouveau h étudier la propagation de* ondes. 

A <el elTet, nous aurons d'abord à expliciter les équations du mouvement. 



1 Jmmiw * «.111.1 f/'.t«<i'&*f. Vtiiiv 111 n° 4%. p. 4 f .» 
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Si nous tenons compte des valeurs de e„ y* que définissent les formules 
(7) du n° 51, nous voyons qu'on aura 



aW aW r aW aW 

da L l as t a Ya ay 2 



„ ox 1 aW aW , aW aW 

(13) < -rr- = ai h &, — -t- c, - - » 

/ aW aW . ôW aW 

\ ^1 *Ï2 d Yl Ô£ 3 

Lorsque nous reporterons ces valeurs dans la première équation (11). 
la diftérencialion donnera deux sortes de termes : elle pourra, en effet, 
dans chaque terme des expressions que nous venons d écrire, porter soit 
sur le premier facteur, soit sur le second. Dans le premier cas, nous aurons 
les trois quantités 

ft*o? aW ' tfv aW a^ a W 

aa 2 a?, a«a6 ay 3 aaac ay 2 

a^ aW a^a,W ^ aW^ 

aaa6 a^ 3 a£r bi 2 obàc 6*,^ 

a 2 .r aW a^£ aW a 2 a? aW 

aaac ay 2 a6ac ay, ac 2 as 3 

Soient encore X, a, v les composantes d'une discontinuité du second ordre, 
rapportées à l'étal initial (qui est ici, celle fois, l'état (a, b t c) et non l'état 
actuel) ; a, p, y, les cosinus directeurs de la normale à Tonde et la vi- 
tesse de propagation. Si nous considérons les variations brusques* des 
dérivées du second ordre qui figurent dans l'expression précédente, et que 
nous les remplacions par leurs valeurs trouvées au n° 85, nous voyons 
que la discontinuité éprouvée par la somme de ces trois expressions est XQ, 
en désignant par Q la quantité 

n aW , aW ftJ , aW 2 t aW Q aW a\V r 

267. — Prenons maintenant le résultat obtenu lorsque, dans les expres- 
sions (13), on fait partout porter la différenciation sur les seconds facteurs. 
Ici interviennent les dérivées par rapport à a, b, c, des composantes de 
déformation, dérivées, dont les variations ont été calculées au n° 113. 
D'après ce qui a été trouvé en cet endroit, nous introduirons les quantités 



:*) 



tf & = La, e t = Mp, e 3 = Nv, g x = My -t- Np, g 2 = Na -*- L7, 
g 3 = Lp -*- Ma, 



13]- 
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où l'on a 

(15) L = Xa, -+- iia t -+- va 3f M = lb t 4- \ib t -4- v6 3 , N = lc t -4- ?c t -+- < r 

Les variations brusques des dérivées des composantes de déformation 
s'écriront alors sous la forme simple 

[S]-*- [3] -h- [S] = "" [*]-*■ [5]-«* 

W (1 = 1,2,3;. 

D'après cela, soit à calculer I — ( ' — ) I : on a 

[« /oW\l _ /o*W a*\V o'W iflW 

«à \ m, /J ~~ * w«, '« "*" «r«i; '» + m,»i 4 •» " H ,^w ( ?■ 

Considérons la forme quadratique 

* (*.. ^. <V y„ ^. 4^ = Tjr «î + •••• -t- i ^- *,^i -h -... 



*ï' 



6 X Ti 
dans laquelle figurent les ., — -4-6 = 2! produits deux à deux et carrés 

d(»s six quantités e, y, chacun de ces produits ayant comme coefficient la 
dériva seconde de W par rapport aux variables i ou 7 correspondantes et 
le terme aiiibi obtenu devant (comme à l'ordinaire) être doublé si ces 
variables sont différentes, c'est-à-dire s'il s'agit d'un terme rectangle. 

On voit immédiatement comment est engendrée cette expression. 

La différentielle seconde de W est, en effet, 

1 » « 1 • 1 1 i 

et contient d'une part les différentielles secondes dh lt ..., d*^, d'autre part, 
les différentielles premières th tt .... r/v,. Si, dans la partie qui contient 
celles-ci. on les remplace respectivement par c t ,e r e s , y,, y t% y„ on obtient 
la forme quadratique ¥*. 
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Cette forme étant ainsi introduite, la variation I ^ /*-• J I iiY*t «WiiI^iiw 
ment autre que * ?- ; et, de môme, la variation du la dériva * l * ) 

est ., a — • 
Substituant dans la somme qu'il s'agit d'évaluer, non* trouvon* 

Le coefficient de a t est 

Mais si nous remontons aux formule» (14 ) qui défini***rit e u c % , <t 4 , 
0\* 9i* ffi en fonction de L, M, N, nous voyon* que rMi* *%pn**'v>u *•! 

égale à ;> gj- .De même, le coefficient de /> f e»t „ °^ f al *A%%% <Ut e $ , „ ^, S m 

somme des termes qui contiennent explicitement a i9 b v < x &X àtmt 






Si enfin nous tesoo* e&mpte <fe* formols '15j psr U*qH*4U* 4*1 ^* 
définis L, M, X, nom tot<mm qœ «il* expr****//* rtyrtïHmUt 

L'équiiioa cfcertWr «1 le* 4»*x ****** ***wx)r*4* rT«**i**l <fc* <fc« or- 
nières équlioftft fil/» fmitMà 4***, 
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d'une direction principale de ht quadrique représeuU'e (À, ;i, v étant regar- 
dés comme des coordonnées ; a, jî, y, a, &, c, x, y, j, a 4 , h tt c lt comme de* 
constantes) par l'équation 

(17) !!(>., ^ v) = m>.« + .*• -+- v») 4- *\e |t e„ e 3t g t , g t% g,) r i. 

Cette quadrique est Vel/i]tsoide de polarisation, analogue à celui dont 
nous avons parlé au n" 20*1. 

208. — Nous trouvons ainsi un résultat tout semblable à celui qui était 
déjà connu pour le cas des déformations infiniment petites, mais qui doit 
être énoncé ici sous une forme un peu plus précise puisqu'il y a lieu de 
distinguer entre l'état initial et l'état actuel du corps considéré. Le segment 
(X, {j, v) étant, comme nous le savons, déGni dans l'espace lieu d<*s poê- 
lions actuelles des molécules, l'énoncé est : 

(ne nu'me direction d'onde est susceptible de propager trois directions 
de discontinuité différentes, lesquelles sont rectangulaires entre elUs 
dans le milieu déformé. 

261L — Les équations 14) font, en outre, connaître les valeurs de U 
vitesse de propagation. Celles-ci sont les racines carrées des trois racine* 
de l'équation en * relatives à la quadrique dont nous venons de parler. 
Pour qu'elles soient réelles, il faut et il suffit que cette quadrique «oit un 
ellipsoïde réel. 

Nous allons constater que celte condition est toujours remplie dans les 
cas qui peuvent se présenter. 

Pour voir à quoi est due cette circonstance, considérons d'abord le ca* 
des liquides. Nous avons vu qu'alors la vitesse de propagation a |*>ur 

carré la quantité ( . f> . Or, la condition que cette quantité soit positive n'est 

autre que la condition de stabilité de l'équilibre interne : elle exprime 
qu'une diminution de volume imposée au gaz produit une augmentation 
de la pression, c'est-à-dire un changement d'ellort interne de nature a 
^'opposer à la modification produite. 

Nous sommes donc conduits à rechercher les conditions de stabilité de 
l'équilibre interne et à voir si elles ne conduisent pas à la condition cher- 
chée. 

Nous admettrons, conformément à ce qui est établi pour le cas des sys- 
tèmes dépendant d'uu nombre fini de paramètres, qu'il est nécessaire, 
pour la fctubilité, que l'énergie élastique soit réellement minima .au lieu 
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d'avoir seulement sa variation première nulle) ou, du moins, que sa varia- 
tion seconde ne puisse devenir négative. Nous allons, par ce moyen, ex- 
primer la slabilité de L'équilibre d'un corps fixé par tous les points de sa 
surface, en l'absence de forces X, Y, Z. 

Si nous taisons subir l'opération 8 à la variation première (9), il viendra 

sous le signe 11/ deux sortes de termes : Ceux que Ton obtient en 

différentiant oa n ob it oc iV et ceux qu'on obtient en différentianl les fac- 

leurs — , .... 

Ainsi qu'il se produit dans tous les cas analogues de calcul des varia- 
tions, la première catégorie de termes donne une somme nulle. On peul, 
en effet, lui faire subir les mêmes transformations qu'à la variation pre- 
mière elle-même, ce qui fournil un résultat identique à celui que nous 
avons obtenu précédemment, àr, hj, Iz étant simplement remplacés par 
o 2 a?, o'y, o*j. Ces dernières varialions étant nulles comme les premières k 
la surface (puisque les points 'de celles-ci sont supposés fixés), la somme 
eu question disparaît en vertu des équations (10). 

Il nous reste l'intégrale triple 



(18) 



86 » 8 (S;) + Zc > '' ®] ? dx d,jdz - 



-+- U 



270. — La quantité sous le signe fil «»l "ne forme quadratique 

par rapport à oa it àb h oc 4 . Si celte forme est définie positive pour toute 
valeur de a, b, c, il en est de même de l'intégrale précédente. 

La réciproque n'est pas exacte; de ce que l'intégrale (18) doit être 
essentiellement positive, il ne résulte pas forcément qu'il en soit de même 
de son élément différentiel. Mais nous allons voir, par contre, que celui-ci 

ne doit prendre que des valeurs positives tant que les variations ïa i9 

ont la forme 

!oa, = Xat , Zb t = Xp , oc, = Xy, 
8a, = 11% , o6 2 = fi? , r> f = {JLÏf 
8a 3 = vx , o6 3 = v? , oc 3 = vy, 
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et cela quels que soient X, u, v, a, p, y : autrement dit, toutes les foi* qu<« 
les oa„ ... satisferont aux équations ') 

(19) Séiio/^ — 06,0a, = 0, faiSA.,— 86,3a, = 0, ,o6 f oc,— *>,*&, =0. 

Remarquons, à cet effet, que les valeurs ainsi écrites ont une interpré- 
tation que Ton aperçoit immédiatement. Elles coïncident avec celles d«** 
variations brusques des quantités a,, b it d, dans une discontinuité du pre- 
mier ordre qui aurait lieu suivant la surface d'onde considérée. 

Autrement dit, pour passer de la position actuelle du milieu à la posi- 
tion infiniment voisine correspondant aux variations (19, il suffira de 
faire subir à ce milieu une déformation de l'espèce considérée au n* JWl et 
ayant (X, p, v) pour segment caractéristique. 

Cela posé, par un point déterminé intérieur à notre solide, faisons passer 
une petite portion de surface S dont le plan tangent ail pour cosinus direc- 
teurs s, ji, ^ Si ces trois quantités jointes à trois valeurs convenablement 
choisies de X, ji t v fournissent pour les expressions 19) dos valeurs qui 
rendent négatif l'élément différentiel de [18) au point considéré, on |K>urra 
prendre 1 assez petit pour que la même circonstance ait lieu en tous les 
points de celte portion de surface. 

£ étaul ainsi choisi une fois pour toutes, nous le considérerons comme 
la base d'un petit cylindre C, de hauteur A. Supposons que l'intérieur de 
celui-ci subisse une déformation du type étudié au n* 541, la surface dont 
les points restent fixes étant £, et le segment caractéristique (a, p, •-), le 
déplacement maximum ainsi obtenu sera de l'ordre de /1. Il est aisé de voir 
que Ton pourra déterminer alors la déformation du reste du solide de ma- 
nière : 1* que les points de la surface extérieure restent fixes ; £' que la 
continuité du déplacement soit conservée sur la surface du cylindre C, 
autrement dit que ox, oy, 0; ne changent pas de valeurs pour un point do 
cette surface suivant qu'on considère ce point comme faisant partie do l'in- 
térieur ou di» l'extérieur de C ; 3 # que ô>, 0//, z et leurs dérivées partielles 
du premier ordre soient partout (en dehors de C), des quantités très petites 
de l'ordre de h. 



(' Inventaient, on démontre que n, en ajoutant à la forme quadratique qui 
liu'iir*. dan* l'inU-frale il8», une combinaison linéaire quelconque des premier* 
membre* dei équation* (19 i, on peut obtenir une forme définie joutiv^, l'm tarai- 
ent bien minimum (du moins lorsqu'on la prend dans un toltune *uffi«amm«»nt r*«. 
tr*'int). Mai4 il r*»ste a e&amint*r m la condition suffisante ainsi formulée est équi- 
valent.- à la condition nécessaire obtenue dans le tu te. 
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Dans ces conditions, l'intégrale (18) étendue à l'extérieur de C, sera de 
Tordre de A 2 . Au contraire, pour l'intérieur de C (où Sa,, .... ont sensible- 
ment les valeurs déterminées (19)), e ^ e sera négative et de l'ordre de lu 
Elle sera donc négative au total. 

Pour que ceci n'ait point lieu, il faut par conséquent, comme nous 
l'avions annoncé, que l'élément de l'intégrale (18) ne puisse devenir négatif 
lorsqu'on donne aux a it b iy c* les valeurs (19). 

271. — Si maintenant nous nous reportons aux valeurs (13) de 

-^-> -r"i —, nous voyons que o (-— 1 par exemple, contiendra deux 

sortes de termes : les uns qui s'obtiennent en prenant les variations des 
premiers facteurs et qui nous donnent 

-— Sa, -+- — - fjbi -h - — od ; 
as, ^ 3 a Ï2 

les autres, qui s'obtiennent en faisant porter l'opération o sur les facteurs 
aW 

Or, nous avons, par exemple, 






os, -H 02- H ov 



Si nous considérons la forme quadratique **'(e |f * 2 , e 3f g l% g v g 9 ) dont 
il a élé question tout à l'heure, il est clair que l'expression précédente 

représente ^ rr- . pourvu que e it gi soient respectivement remplacés par 

**»> hi> *' v * enl donc 

.ftW *W\ ft\V.. ôW. 1 j»V i. dY 1 ôV 

Nous avons à multiplier cette quantité par 8a,, et les quantités analogues 

par 56,, Sc t 

Si nous remarquons que Ton a 

os, = a,oai •+■ a s ia à -+■ a 3 ïa 39 oe 2 = b i Zb i -+- 6,*£ 2 -+- 6 3 o6 3 , 

8« 3 = c t oc, 4- c^c 2 -+- c u oc 3 , 
oYj = b t ie t -+- c % ib t -h 6 2 oc 2 -+- c â o6 2 4- 6 3 oc a -+- c 3 o6 3 , 
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nous trouverons au total 



2 °" ,(^) "*" 2 °'* TO + 2 °'> *(o\) + 2 «* ^J + 2 **■ ^: v 

■*" 2 * Ts i^T) = v (5f|> 8t * f 8, » f **• **■• *^- 

Finalement, la quantité sous le signe / / /, dans la variation seconde, 
sera 

l-t-2 (oc^'tii 4-*c J iff J -*-oc 1 of? :J ) 4-2 (oa,oA, -*- o*/'i> f -f- otf.'.ft, 
-*- T($t„ *«-„ ôs 3 . o Vl . $7„ *Y,). 

C'est celle quantité qui devra, pour qu'il y ait stabilité, être po-i'îve 
lorsqu'on donnera ii oa 4 , o/> 4 , or, les valeurs (19^. 

Les quantités o: 4 , 07, prendront précisément les valeurs e lt g % définies par 
les formules (14), (15) et, par conséquent, l'expression (20) deviendra 
identique au premier membre de (17). Nous obtenons donc bien la conclu- 
sion cherchée : de la stabilité de l'équilibre interne résulte que les vitesse* 
de propagation des différentes ondes sont réelles. 

De plus, si nous admettons que l'expression (20) ne peut même pas 
s'annuler dans les conditions indiquées sauf pour >. = k = * = ou 
a — p = y = 0, ces vitesses de propagation restent toujours finies. 

272. — Dans le cas de l'Hydrodynamique où W = F(D), l'élément 
IF'(I) o J I) -*- F (D *D*] zdxdydz de la variation seconde se réduit à 

F'iD) iti)*zd.rdyds 

la quantité '>*!) se réduisant, comme il est facile de s'en assurer, à une 
combinaison linéaire des formes quadratiques qui forment les pre mi er» 
membre* des équations (19). La condition de stabilité est donc bien < comme 

nous l'avions énoncé au n° |«H » V\\)) >0ou P > 0. 

*ZK*\. — l-es considérations précédentes fournissent une interprétai*» 
simple du premier membre de l'équatiou x 17,. 
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Remplaçons, en effet, dans les formules (19), X, n, v par Iclt, pdt 9 vdt 9 
en désignant par dl la différentielle d'un paramètre. La déformation sera, 
dans ces conditions, infiniment petite et, ainsi que nous l'avons remarqué 
au n° 1 13 bi> , les accroissements de s», Yi seront précisément ddt, Qidt. 
Supposons, en outre, ce qui est évidemment compatible avec l'hypothèse 
que nous venons de faire, que les dérivées secondes de x, y, z — et par 
conséquent aussi, celles de a i9 £>,. c { — par rapport à t soient nulles : par 
exemple, que x, y, z aient les valeurs 

x = x Q -hUf(a,b,c), y = y + v.tf, z = z + vtf 

où f(a % b 9 c) représente le premier membre de l'équation de la surface 

d'onde, défini comme nous Pavons spécifié au n° 80. 

t* 
Alors le coefficient de n- dans le développement de W sera la quantité 

n(X, n, v) qui nous occupe. 

Si, par conséquent, autour du point considéré, nous envisageons un 
petit volume dz auquel nous ferons subir la déformation qui vient d'être 

définie, le coefficient de ^ , dans la valeur de l'énergie élastique ainsi en- 
gendrée, sera le produit de pdz par le premier membre de l'équation de 
l'ellipsoïde de polarisation. 

2*74. — Nous avons vu plus haut, pour le cas des déformations infini- 
ment petites que, dans un corps isotrope, il existait deux sortes d'ondes, 
les unes exclusivement longitudinales, les autres exclusivement transver- 
sales. 

Ce théorème subsisle-t-il dans le cas des déformations finies? 

Cette question peut être regardée comme un cas particulier d'une autre 
plus générale. On sait, en effet, que l'optique des corps cristallins conduit 
à considérer, à l'exclusion des autres, les milieux élastiques isotropes ou 
non, jKHir lesquels une pareille décomposition en ondes longitudinales et 
ondes transversales a lieu. 

La condition nécessaire et suffisante pour cela estque l'ellipsoïde de pola- 
risation ait une direction principale normale à la surface d'onde considérée 
dans le milieu déformé. 

La détermination des formes de la fonction W pour lesquels il en est 
ainsi est bien connue lorsqu'il s'agit des déformations infiniment petites, 
c'est-à-dire lorsqu'on suppose que W est une forme quadratique par rapport 
aux e if y,-. Proposons-nous d'effectuer celte même détermination dans le cas 
gém'ral. 

Hadamabd 1 ? 
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Les cosinus directeurs de la surface d'onde dans le milieu déformé sont 
proportionnel» aux quantités /, m, n définies par les équations 

/ a = fa^ 4- ma t -f- na l 
(21) J p = lb t -+- mb % -+- *b t 

Il faudra donc que les équations (16) soient vérifiées lorsqu'on y remplace 
X, {i, v par /, m, n. On pourra d'ailleurs, dans ces équations, supprimer les 
premiers termes des seconds membres et écrire 



w = 2^f 



stn 


_ 1 ôV 
2 tait 


sn 


1 aY 

~~2 ivii' 



(22) 



Car les termes /Q, mQ, nQ (provenant de la quantité Q (X* -+- fi f -f- y*) qui 
figure dans n) ne feraient que changer la valeur de s d'une quantité égale 
à Q sans modifier les directions principales. 

Nous observerons que si l t m, n sont donnés par les relations (21), les 
quantités L, M, N ne sont autres que a, p, y. Nous dirigerons le calcul de 
manière à introduire ces quantités, à l'exclusion de /, m, n. À cet effet, 
nous multiplierons les équations (82), d'abord para t , a t , a, respectivement, 
puis par 6 tt 6 t , 6 3 enfin par c,. c t . c,. 11 viendra alors 

, (a,/ + « f m 4- a,n) = .L = g [a % ^ -+- a, - -+- a, - J 

, (V + * f m + 6,n) = *M = J (*, « + 6, j£ + 6, g) 

, lC| , + CfW + CjW ) = , x = 2 (c, ^ 4- c f — 4. c, - ) 

Si alors nous remplaçons les dérivées -j» -• '-— par leurs expre— îon« 

h l'aide des dérivées prises par rapport à L t M, N, nous aurons (en égard 
aux formules qui définissent les f 4 ,f,) 

iL 
*M 
sS 



-i[< 










=][, 


*4" 


-+-(f -+-2< 




**1 


-i[* 






- (t -i- 2i 


'>oNJ 
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Nous résoudrons ces équations par rapport à ^» l ^» *« . Celte résolu- 

ùlà bai ôN 

lion introduit les mineurs E„ G, du déterminant 

Ta i-+-2e 2 Y| 

I ï* ï, iH-2e 3 

par rapport aux éléments 1 -+- 2 t t% y, respectivement, les coefficients de 
sL, $M, *N dans les valeurs de 5 n- > $ ^ » 2 -^ étant les quantités jÂ »' j^ • 
En introduisant, au lieu de 5, le nombre 

k = 



(23) I)« = 



D 8 



5 
et, en désignant par 4» la forme 

*(p, q, r) = Etp* -f- E 3 ?* 4- E 8 r* 4- 2Gtçr -+-'2G s rp 4- 2G 3 p? 

c'est-à-dire la forme adjointe de celle qui donne l'élément linéaire du milieu 
déformé, les valeurs en question seront 

iô_V__t,ô* 
2ôL ~"2 /t ôL > 
i *W__ i , ô* 
2*M""~2%M' 

' 2 *N ~ 2 * 5Sf 

et les relations que nous venons d'écrire seront cette fois vérifiées à condi- 
tion qu'on fasse a, p, y égaux respectivement à L, M, N. 

Cette substitution ne doit être opérée qu'après les différenciations. Si, au 
contraire, on faisait immédiatement a = L, (i = M, y = N on introduirait 
en trop, au premier membre, les termes provenant de la différenciation par 
rapport à a, p, 7. Mais les valeurs de e l9 e v e„ £r t , $r 2> # 3 , qui seules inter- 
viennent dans W, sont symétriques par rapport aux deux systèmes de quan- 
tités L, M, N ; a, p, y. Les termes ainsi introduits seront donc respective- 
ment égaux à ceux qui existaient primitivement et auront pour effet d'en 
doubler la valeur. Nous pourrons donc remplacer les équations précédentes 

par 

1 tW , a* 

2âL "~~*âL 

2 oN ~ /; ùN 
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dans lesquelles, maintenant V aura la valeur obtenue en remplaçant, acant 
toute différenciation, *, p, y par L, M, N, c'est-à-dire en faisant 

(25) e t = L\ e t = M', e 2 = N*, < Jx = 2MN, g t = 2NL, </, = 2LM. 

Avec les relations (24), nous avons celle fois, affaire à des identités ayant 
lieu pour toutes les valeurs des variables indépendantes L, M, N qui t 
figurent. Ces relations expriment, comme on sait, que H* est une fonction 
de <t>, et, comme la première de ces deux expressions est un polynôme 
homogène du quatrième degré, la seconde un polynôme homogène du 
second degré, on a nécessairement 

T(L*. M», N*, 2MN, 2LN, 2LM) = h *(L, M. X * 

h étant indépendant de L, H, N. 

2*75. — Nous avons maintenant à nous demander quelle devra être U 
forme quadratique V pour se réduire à A<t»* lorsqu'on remplacera respecti- 
vement les e l% g x par les valeurs (14). C'est ce qui aura lieu, non seulement 
si V est égale à AT , en posant 

T = (E^, -f- E,e, -f- E a e, -+■ G t g t -+- G t g t -+- G^,)*; 

mais aussi si H* est égale à une combinaison linéaire quelconque de af^^^ 
et des six formes 

26) \ * ***' ~ 9 *' * €%e% ~ g *" * * %€t ~ 9 " 

Celte condition suffisante est d'ailleurs nécessaire : il suffit, pour »Vst 
convaincre, d'exprimer directement que la forme du quatrième degré 
obtenue en remplaçant, dans T — A*J' , les e„ g t par les valeurs (25 est 
identiquement nulle. 

270. — L'expression de V étant ainsi obtenue il reste à remonter à 
celle de \V pour laquelle il est clair que Ion a ainsi un système d'équation* 
aux dérivées partielles du second ordre. L'intégration de ce système e*l 
d'ailleurs tout élémentaire et il nous suffira d'en indiquer sommairement 
la marche. 

Les formes (26 manquant de termes en e; 9 e x g i% e t g i% ces terme* 
devront avoir dans T des valeurs proportionnelles à telles qu'ils ont d*nsT 
et, par conséquent, les dérivées de W devront vérilier les relations 

(27 . ^ : h{ - - ; :i >Vj : h.1., - ^ : fc.l., - /.. 
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Comme on a (d'après (23) ) 

F _ * >(D S ) fi _ « *(D*) ,, _ 1 »(D«) 



a 



ces relations montrent que la dérivée — peut s'écrire 
ô — = fonct. (D, Y lt 5„ e 8 ). 

05, 

En faisant intervenir les relations analogues relatives aux dérivées 

«>\V ôW - ., . ., * » • 

— » — , on verra facilement que l'on peut écrire 

^ = «(l+2« I )(l+20 + «, 

ô ^=a(H-2 6 ,)(l+2e 1 ) + a, 
5 -^ = a(iH-2e,)(l+2. t )+a, 

°"3 

où a est une fonction de D pendant que a,, a,, a s peuvent contenir en outre, 
le premier y |f le second y 2 , le troisième y,. 

On fera ensuite intervenir les autres termes de la forme "v : par exemple, 
on écrira que le coefficient de £, e 8 , plus quatre fois le coefficient de ^J, 
donne une somme qui a la même valeur dans W que dans h^\ (la première 
forme (26) s'éli minant dans cette combinaison). 

On arrivera ainsi aisément à l'expression générale de la fonction W, 
laquelle est 



(28) | 



W = P(D) h- o n CtÏ ~ *«.« 3 ) + «ii(Yj-* Vi)+ ^3. (TÏ -*«i«.) 



où les Oik sont des constantes et F un polynôme quelconque du premier 
degré par rapport aux «<, y» (*). 

C'est seulement lorsque W a la forme précédente que l'ellipsoïde de pola- 
risation a un axe normal à l'onde. 



(f) h «alors la valeur ^ ~ (*^p). La quantité Q{\* + jx* -f * 2 ) o>« n°» 



U€t«1 



étant, comme on le reconnaît aisément, proportionnelle à H* si les a,* sont nuls, on 
constate que les termes en P(D) disparaissent de l'équation de l'ellipsoïde de pola- 
risation, et on retombe bien, pour l'élément de variation seconde calculé au n° 891, 
sur l'expression obtenue au n° I9t pour le cas des liquide.*. 
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277. — L'hypothèse que le solide, dans son étal naturel, est isotrope 
exprime que les propriétés de ce corps ne doivent pas changer lorsqu'on 
effectue une transformation de coordonnées orthogonales sur a, 6, c. La 
fonction W qui représente l'énergie élastique nedoit donc pas être modifié* 
par une (elle transformation. 

Or, dans cette transformation, les coefGcients t f , t t , »,, y,, •*,. *;, delà 
quadriqueo = ! introduite au n* 51 varient. Mais trois quantités, comme 
on sait, restent invariantes : ce sont les coefficients de l'équation en s rela- 
tives à cette quadrique, c'est-à-dire les expressions 

A = ij -+- i, -h i„ 

B = (l+ 2c f ) (I -h 20 -ïi+(l + 2t,) (I -+- 2t t ) - T ; 

+ (! h- 2*0(1 A-20-ÏÎ, 
D*. 

L'isotropie du corps considéré s'exprime parce fait que W ne dépend que 
des trois quantités précédentes. 

Or, il ne résulte nullement de là que W soit nécessairement de U 
forme (28). 

Par conséquent, la conclusion établie pour le cas des déformations infi- 
niment petites ne s'étend pas aux déformations finies. Pour celles-ci, 
les ondes qui se propagent dans un corps isotrope ne sont pas, en général, 
longitudinales ou transversales. 
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LA THEORIE GENERALE DES CARACTERISTIQUES 



§ 1. — CARACTÉRISTIQUES ET BICARACTÉRISTIQUES 

278. — Nous avons vu que la propagation des ondes dans le mouve- 
ment rectiligne d'un gaz est liée aux propriétés des caractéristiques des 
équations aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépen- 
dantes. 

D'une façon tout analogue, l'étude des ondes dans l'espace à trois dimen- 
sions n'est pas distincte de la théorie des caractéristiques généralisée, 
comme l'a fait Beudon ( 1 ), au cas d'un nombre quelconque de variables 
indépendantes et étendue aux systèmes d'équations à plusieurs inconnues. 

Comme pour le cas de deux variables, cette théorie découle de la discus- 
sion du problème de Cauchy. 

Prenons, pour fixer les idées, une équation du second ordre que nous 
supposerons, en outre, linéaire par rapport aux dérivées secondes, de sorte 
qu'elle aura la forme 

(i) 2 a *p* -*- ' = ° 

où put désigne la dérivée partielle de la fonction inconnue z parrap- 

port aux variables indépendantes (différentes ou non) x t et x k . Nous sup- 
posons qu'il y a n de ces variables indépendantes, x u .r,, ...., x n% de sorte 
que les indices i et k prennent, indépendamment l'un de l'autre, les va- 
leurs i, 2 ...., n. 

(i) Bull. Soc. Math. Fr. 1897, p. 108-120. 
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Quant aux a,* et à /, ce sont des fonctions de z, r,, x st ...., x m et des d« 
rivées premières p it />, ...., /)„ de s par rapport à a?,, x t ..... x m . 

2T0. — Considérons la multiplicité n — f fois étendue ou kypertur- 
face Mn—i représentée par l'équation 

(8) x H = / (x t$ x % ...., #,,_ t ). 

Soient P lf P, , P M _ t les dérivées partielles de x H par rapport à 

#i»# t » ....,x„_, déduites de l'équation (2). Si U est une tonction quelconque 
de 4? ( ,x t , ,..,,j,_ p or», et que cette dernière quantité soit remplacée par sa 

valeur tirée de l'équation (2), U sera, sur >!„_,, une fonction de x |9 x t 

#*_,. Nous désignerons par le symbole d les dérivées de U prises dans 
cette nouvelle hypothèse. Il est clair que celles-ci sont liées aux premières 
par les relations 



(3) 


— — — +-P — 
dx { isxi * t\r„ 


(1 = 1,2. .... n — 1 


Pour la fonction z % 


on aura ainsi 




w 


dz r» 




et, pour U = p ki 






(5) 


fj = PlM + p iPkH 


/• = !. 2, n-l 
\*=1.2 H 



Si, d'une manière générale, nous désignons par la notation />*...* F 

dérivée — prise par rapport aux ji variables (différentes ou ot> 

x t , x kt ...., x h , on aura, pour L T = p k K 

■fi-) J£*=*«-«-P./»u. 

et ainsi de suite pour les dérivées de tous les ordres. 

279 u *. — Cela posé, imaginons que l'on donne, en chaque point de 
les conditions de Cauchy, à savoir les valeurs de z et de ses dérivé 
mières. Celles-ci devront satisfaire, bien entendu, à la relation 

dz — p % d.r x r P : dr : -+. .... p n d r m 

surM*-,, i-'cst-à-dire aux relations (4) (de mu te qu'il suffira v 
•If *f* donner z et ;>„ . 
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Cherchons à déterminer les dérivées secondes de z. Celles-ci devront 
vérifier les équations (5), et il esl aisé de voir qu'en général elles seront 
ainsi déterminées, une fois adjointe l'équation (1). Si, en effet, nous consi 
dérons d'abord les relations (5) dans lesquelles l'indice k a la valeur n, 
ces relations nous donneront 

(6) *«jfe-P«A~ 

Si, au contraire, nous supposons k différent de n, nous aurons (en per- 
mutant les indices i et k) 



** = as ~ PkPit 



et, en tenant compte de (6) 



w *=S- p *g+ p ' p '* 



Toutes les dérivées secondes sont ainsi exprimées en fonction de p nn . 
Reportons enfin ces expressions dans l'équation donnée : nous aurons un 
résultat de la forme 

(7) Kpnn 4- K = 

où A et K auront les valeurs 

/ n — 1 n — 1 

(8) >• i.tti itt 

m «-r*(è- p 'fe)*r«.è+' 

&n désignant par la notation 'N une sommation où l'on ne donne pu* aux 

î ndices variables la valeur n. 

Supposons A différent de zéro. L'équation précédente nous déterminer» 
fa** et, par suite, toutes le» dérivées do second ordre. 

280* — Passons an calcul des dérivées troisièmes. Le* relation* 5) 
permettront de calculer toutes ces dérivées en fonction de U seule />«»». 
Pour cela, nous ferons tout d'*l*>rcl deux, puis rm de* indices *, ^ et A 
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égaux à n : nous aurons ainsi des relations qui ne se distingueront éri- 
demmeni de (6) et de (6') que par l'indice n ajouté à chaque lettre p et qui 
nous donneront, par conséquent, 

[ Pin* = -jgj ~ P*P«m. 

d'où l'on déduirait les dérivées dans lesquelles aucun indice de différencia- 
tion n'est égal à n par une troisième application de la formule (S'). 

Nous avons, d'autre part, entre les dérivées cherchées, les relations 
obtenues en différenciant l'équation donnée (1). Mais il suffit d'écrire une 
seule d'entre elles. Toutes les autres se réduiront à la première, moyennant 
les relations (5), (5') : car, si nous désignons par ^T le premier membre de 
l'équation (1), on pourra différencier, sur M» . ( , l'équation & = 0, puisque 
celle-ci est vérifiée en chaque point de M„ _ ,, et l'on aura 

dx { toi àx m 

ce qui montre bien que la condition — = entraîne ~ - = 0, pour toutes 

les valeurs de t. 

Or, si nous différencions l'équation (1) par rapport à .r„, le résultai 
obtenu sera évidemment de la forme 

(10) 2 «api* + f, = 0, 

/, étant une fonction des .r, de z et de ses dérivées premières et secondes 
seulement, quadratique par rapport aux dérivées secondes (*). Si, dès Inr*. 
nous comparons le système des équations linéaires (9), (10; à celui des 
équations (1), (5), nous voyons qu'aux termes constants près, ils sont 
identiques, une fois chaque inconnue/^ remplacée par pu a . Par commuent, 
lorsqu'on exprimera ces dernières en fonction de p Hmm par le moyen de» 
relations ;9), l'équation en p mnn sera 

ill Apnmm + K % = 



') /, s*ra int'm© linéaire |»ar r»|»|ort aux j»,., si leia.> M>nt iodéptodaaU des dért* 
vées première! de t. 
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OÙ 

<«■> «.-r*(fe-'*^)+s*îr + «' 

est fonction des a?,-, z, p h p ik . La condition nécessaire et suffisante pour 
que les conditions (9) et (10) déterminent bien les dérivées troisièmes est 
donc encore A ;zf 0. 

Le calcul des dérivées quatrièmes, cinquièmes, etc., sera tout à fait 
analogue aux précédents. On aura, pour chaque ordre, une inconnue 
déterminée par une équation du premier degré dans laquelle le coefficient 
de cette inconnue sera toujours la même quantité A. Toutes ces inconnues 
seront donc bien déterminées sous la seule condition A ^£ 0. 

28 1 • — On arriverait au même résultat par un changement de variable. 
Substituons, en effet, à œ n la nouvelle variable indépendante 

La nouvelle équation de M n __ t sera a? n = et l'équation aux dérivées par- 
tielles rapportée à ce nouveau système de variables sera &' = 0. On pourra 

calculer toutes les dérivées successives en fonction de z et de — T si l'équa- 

oX n 
à*Z 

tion £T = est résoluble par rapport à la dérivée j — 75 « 

Or, si l'on revient aux anciennes variables, il est évident, d'après ce qui 
précède, et facile à vérifier directement, que la condition 

ainsi obtenue donne A ;zf 0. 

On retrouve donc bien ainsi la même conclusion que tout à l'heure. 
Mais, de plus, on en obtient une autre également très importante. On sait, 

ï)Z 

en effet, d'après la démonstration de M mo Kovvalewski, que si z et —r sont 

pour a/„ = des fonctions analytiques et régulières de x if x v ...., #„_, 
et que la fonction if' soit analytique et régulière par rapport aux quantités 
qui y figurent, le problème admettra une solution z analytique et régu- 
lière en x u #,, ...., x n -i, od n . Ce résultat se transporte évidemment au 
système de variables donné. Autrement dit, les dérivées successives dont 
nous venons d'indiquer le calcul sont les coefficients oVun développement 
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le Y a y/or convergent [tour des voleurs suffisamment p tites det anr 
nents. 

282. — Supposons maintenant que Ion ait, sur toute ') l'hy|>er$urfd 
M„_ |f la relation 

(12) A = 0. 

Alors il faudra, pour que le problème soit possible;, ou du moins pour qt 
existe une solution z admettant des dérivées de tous ordres sur M._ ,, q 

la série des valeurs données de;,/),,;), , p m vérifie la condition K — 

laquelle peut encore s'écrire, en remplaçant les /)« par leurs valeurs 
fonction de p n tirées de '4^ (') 

.i»)K-2'..(^ ( -p.^-p.* ; -p^) + r-»t— 

283* — Si au contraire, on considère pour un instant une soluti 
donnée s de l'équation (1), la condition A = est une équation a 
dérivées pirtielles du premier ordre par rapport à j* a , considéré comr 

fonction de x lt x t x n . ,. Les multiplicités (2) qui vérifient cette éq 

lion seront dites des caractéristiques de l'équation donnée. 

H importe de remarquer que, pour former les caractéristiques, if 
suffit pas, en général, de se donner l'équation 1) elle-même : les car* 
ristiques oe sont définies que pour une intégrale déterminée de cette é 
lion, puisque les coefficients ne dépendent pas seulement des t, 
encore de z et de ses dérivées. Il n'y a d'exception que pour des équ 
de forme particulière, celles où les coefficients n ik des termes du 
ordre sont fonctions des x seuls. 

Comme équation du premier ordre, l'équation aux dérivées p* 
A ~ admet elle-même des caractéristiques ( 3 ) qui ne s«»nt plus d 



» Nous ni» traitant pat ici le ent où A ett nul iur une partir «eulenier 
(savoir, sur une multiplicité n — 2 foi» étendu^ appartenant à M. - , » l<-< 
pond à une ambulant** (comparer <*h. i\. i»° 199 m K -*i d.nWi-ut «I- 
nout retrouveront plut loin ni" 916 9IM> |<>r«]:;c K -- ra m.; 

(•', P.i ilé*iirne, bien entendu, la dérit-e . "', 

v -»r lioi »«»4r. /<*<*o/U *U>- t l'i' y u*i "i / • /•< i'i #i ■ / i r ■/ i i» 
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tîplicités n — \ fois étendues, mais des lignes (multiplicités à une dimen- 
sion), définies par les équations différentielles ordinaires 





_ «fa,-! _ rf 

UPn-J 


lesquelles entraînent encore 




(AA'\ fit 


tf#n 




5A p ôA 

dP> + -*'— iftp^j; 



Ces lignes jouent également un rôle essentiel dans la théorie actuelle : 
nous les nommerons bicaractéristiques ou encore rayons, en raison d'une 
signification physique que nous leur reconnaîtrons un peu plus loin. 

Toule hypersurface caractéristique M n _ 4 est un lieu de bicaractéristiques, 
une de ces lignes passant par chaque point de M n ,. 

284. — Les bicaractéristiques cesseraient d'être définies dans un cas 

que nous exclurons, au moins en ce moment : celui où -p- serait nul pour 

toutes les valeurs que peut prendre l'indice t. 

Si Ton considérait Pi, P 2 , P„ - j comme des coordonnées carté- 
siennes et l'équation (12) comme représentant une surface, ce cas correspon- 
drait, comme on sait, à l'existence d'un point multiple sur la surface en 
question. Nous dirons, par analogie, que M„ _ t est une caractéristique mul- 
tiple* son ordre de multiplicité étant celui du point (P p P„ ..., P»-,) 
sur la surface (12). 

285. — La condition (13) introduit déjà les bicaractéristiques. Le coef- 
ficient de j— dans cette équation est, en effet 

(15) — 2 a* P k -+- a ln = — g qr • 

on peut poser 

(15') 



i Y 1 ' d Pn *A | 



Si donc on donne tout d'abord la distribution des valeurs de z t sur la 
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multiplicité (2), celle-ci étant supposée caractéristique ('), la condition 13) 
donnera, pour déterminer p M , une équation aux dérivées partielles linéaire 
dont les caractéristiques seront précisément les courbes (14). 

286. — Revenons au problème de Cauchy en supposant A = et la 
condition (13) également vérifiée. Alors l'équation (7) ne détermine 
plus p„„. Mais ainsi qu'il arrive déjà dans le cas de deux variable», cette 
quantité ne peut pas être prise tout à fait arbitrairement. Pour A = f en 
effet, l'équation (11) est également impossible ou indéterminée et la con- 
dition de possibilité est 

Kt = 0. 

Or si. sur l'expression (11') de K,, on opère comme il a été fait sur celle 
de K, c'est-a-dire si l'on y remplace les p* par leurs valeurs en fonction 
de p nn tirée de (6), on trouvera évidemment 

m \ —•—&%$+'* 

/>„,,, considéré, sur la multiplicité M».,, comme fonction de x», x t , .... 
a?„_ lf satisfait donc à une équation linéaire aux dérivées partielles du 
premier ordre. 

Les caractéristiques de cette dernière équation ne sont autres que les 
bicaractértstiques situées sur M„_ ,. 

Si on désigne par d$ la valeur commune des rapports : 14) (* étant un 
paramètre qui déGnit un point variable de la bicaractéristique) l'équa- 
tion (16) deviendra 

c'est, comme on le voit, une équation différentielle du premier ordre- 
en pn* considéré comme fonction de t. 

On ne peut donc se donner arbitrairement p mn qu'en un point de chaque*- 
bicaractéristique : autrement dit, si sur M„_t nous traçons une multipli — 
cité M„ _ t rencoutrant chaque bicaractéristique en un point et en un seul «. 
p mm M*ra arbitraire sur M»_ t seulement et non pas sur M*-,. 



(M Toutrfoi*. il faut obtenir que le* cartel Arittique* n« (bavent pat *tr* » 
■ant qu'on donn* lot />., à inoio» qiif l«*t a., ne soient indépendant* ds c*ê #]a 
lit*». 



LA THEORIE GÉNÉRALE DBS CARACTERISTIQUES 271 

Une foisp n „ ainsi choisi, /? nnn sera déterminé non plus par l'équation (11), 
mais par les conditions relatives aux dérivées quatrièmes. Or, les équa- 
tions qui déterminent celles-ci sont identiques à celles qui déterminent les 
dérivées troisièmes, à un terme près qui ne contient que des dérivées pre- 
mières et secondes, moyennant le remplacement de p tt par puen et de p ikn 
parpttnn. Donc nous aurons pour p n nn, considéré sur M n _ 1} une équation 
aux dérivées partielles linéaire du premier ordre dérivant de (18) par la 
môme substitution, sauf le changement du terme où p nnn n'est pas diffé- 
rence (terme qui sera linéaire, et non plus quadratique, par rapport 
à pnnn) : de sorte que p nn n pourra, comme p nn , être pris arbitrairement en 
un point de chaque bicaractéristique. 

Il est clair que des considérations toutes semblables s'appliqueront aux 
dérivées suivantes de tous les ordres. 

2587. — Nous avons supposé l'équation de M n - t résolue par rapport 
à x n . Si cette équation était prise sous une forme quelconque 

(2') n(* lt x 2 , ...,œ n )=0 

les dérivées partielles P 4 , P 8 , ..., Pn-j de x n par rapport à x lf a? a , ...,x„-t 
8 exprimeraient en fonction des dérivées partielles *,,*,, ..., it n de n par 
rapport à cc iy a?„ , x n - X yOCn à l'aide des formules 

(17) p < = -!r (t = l,2,...,n-l) 

de sorte que la quantité A qui doit être nulle pour que M„_ t soit caracté- 
ristique serait (') 

n 

(18) A== jj£ ««*!**• 

i, k = l 

On pourrait d'ailleurs faire cette substitution dans la série' des calculs 
<jui nous ont conduits à l'équation des caractéristiques. Considérons, par 
exemple, les relations (5) : moyennant la substitution (17), elles devien- 
dront 

(19) TT n -£* = ICn p ik — TZiPto. 



<<) Celte nouvelle quantité A est égale à l'ancienne, multipliée par *•„. 
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Soit p% un système déterminé de valeurs des p* vérifiant ces équations. 
Pour toute autre solution p a . on aura 

(20) *'*.-!*> «*<».- a> (aïî;'::::"" 1 ) 

d'où résulte 

(2C) p* = P** + * *i*k (i, A = 1,2, ...,») 

X étant un certain paramètre. Ces dernières formules représentent donc U 
solution générale des équations (5). En la substituant dans l'équation (1 , 
on aura une équation du premier degré pour déterminer X ; et le coefficient 
de X sera précisément la quantité (18). 

Quant aux bi caractéristiques, elles seront données par les équations 

dx A dx t 
(14*-) jA = J£=--- = 

tor, frit, 

qui se déduisent de (14) et de (14 ; par la substitution (17), en tenant 
compte de ce que la quantité (18) est homogène et, d'autre part, nulle sur 
la caractéristique. 

288. — H est évident que les raisonnements précédents s'étendent 
d'eux-mêmes à une équation d'un ordre quelconque, pourvu qu'elle soit 
linéaire par rapport aux dérivées de l'ordre le plus élevé. 

Il est également aisé de faire disparaître cette dernière restriction. Soit, 
par exemple, une équation du second ordre &=0 non linéaire par rap- 
port aux p u . Le problème qui consiste à déterminer une solution ; de 
cette équation, connaissant les valeurs de z et de p n sur M„_i, peut être 
remplacé par le suivant : trouver une solution de V équation 

(21) ± = 

connaissant, sur M„_ ,, ses valeurs, celtes de ses dérivées et celles de set 
dérivées secondes, ces dornières données étant convenablement choisies : 
elles seront déterminées par les conditions (5 et l'équation ^7 = 0. Tonte 
fonction z qui répondra au premier problème répondra en effet au second, 
et d'autre paît, si z satisfait a l'équation (21), 3 sera une fonction de 
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x,, x 2 , , x n _ x seuls et sera, par conséquent, partout nul s'il l'est pour 

X n = f (#j» #2» y X n -i). 

Or, l'équation (21), qui est du troisième ordre, est linéaire par rapport 
aux dérivées troisièmes, le coefficient dep<*n étant — : elle admettra donc 

àPik 

des caractéristiques données par l'équation 



(22) 
(ou 



2^r* p<p * _ 2 5; p,H -ôk =0 



(22 '> 2 4L**- ' 

si l'équation deM n . t est prise sous la forme (2')) : autrement dit, par la 
condition que le déterminant fonctionnel de l'équation donnée et des rela- 
tions (5) (ou (20) ) par rapport aux p,u s'annule. En un mot, les a,* seront 

simplement remplacés ici par les quantités -— • 

Seulement, on voit que, à l'égard de la théorie des caractéristiques, 
F équation donnée se comportera comme une équation du troisième ordre, 
c'est-à-dire que les considérations du n° 280 ne s'appliqueront qu'à 
partir du calcul des dérivées troisièmes et non de celui des dérivées 
secondes, comme il arrivait dans le cas où l'équation donnée avait la 
forme (1). 

Par exemple, nous ne pourrons plus en général, écrire la condition (13), 
mais seulement la condition (18), savoir 

( n __ i >V dp nn ôA f 

A étant te premier membre de l'équation (22)» 

&S1). — Il est cependant un cas où, l'équation n'étant pas linéaire, il 
n'est pas nécessaire de la différencier préalablement pour lui appliquer la 
théorie précédente. C'est ce qui arrive, lorsque le nombre des variables indé- 
pendantes est de deux, pour les équations de Monge Ampère (équation (17) 
dix no 15»). 

Hadamabd 18 
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Pour n quelconque, la môme circonstance se présente toutes le* fois qw 
le premier membre de l'équation est une fonction linéaire du déterminant 

Pu Pu Pm 

Pu Pt% Pi" 

P"i P«i P** 

et de ses mineurs ( f ). 

C'est en particulier, ce qui a lieu pour toute équation que l'on dédoit d'une 
équation de la forme (1) par une transformation de contact. Il était évident 
a priori (comparer ch. IV, n* 109), que les conclusions précédentes devaient 
subsister pour une équation ainsi obtenue et même que les caractéristique* et 
les bicaractèristiques sont conservées dans la transformation. 

21HK — Ainsi que nous l'avons vu, pour le cas de deux variables, au 
n* 101, la condition (12) est celle que doit vériGer M„. t pour que deux 
intégrales de l'équation soient tangentes entre elles en tous les points de 
cette multiplicité, du moins tant que ce contact ne sera pas d'ordre infini. 

Cette notion est, d'ailleurs, équivalente a celle de la propagation des 
ondes lorsque celle-ci s'applique à des mouvements qui peuvent être con- 
sidérés comme ne dépendant que d'une seule fouction inconnue. 

Considérons, par exemple, les mouvements d'un gaz qui dérivent d'un 
potentiel des vitesses 4». Les composantes de la vitesse dépendent alors des 
dérivées premières de ce potentiel, et il en est de même de la pression 
d'après l'équation (*) 

Supposons que deux mouvements de cette espèce présentent entre eux une 
discontinuité d'ordre m(my> 2 1. Cet ordre sera aussi celui des premières 
dérivées du potentiel qui soient discontinues. 

.r, y, i, f, «t» étant considérés comme cinq coordonnée*, chacun des deux 
mouvements sera représenté par une surface dans l'espace à cinq dimen- 



(•) (*§ rquation* ont été étudié* tl'un* manière générale par M. Ooi ««ut t Hml*. 
Soe. .Yl.if/i Fr . tonu» XXVII. p. i'M ; t 1 *» . 

J Voir par exemple Kiiu uiioit. Mécanique* là* It^on. 
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sions, surfaces ayant entre elles un contact d'ordre m. Toutes deux devront 
d'ailleurs satisfaire à l'équation différentielle du mouvement, savoir (') 

<*> S«-s('S) + è('5>s(>5)-« 

où p doit être remplacé par sa valeur tirée de (23). 
La multiplicité de contact 

(24) ? (#, y, *, = 

devra donc être une caractéristique de cette équation. Or, dans celle-ci, les 
termes du second ordre sont 

/ô d c4» à ô* ô c4»\ 2 A dp AA 
\tst ta? àx oy ôy d* t)z ) dp 

de sorte qu'on devra avoir 

m fc - • 3+ • * ~ S)' - % [(S)* - (g)' - (S)']- 

Cette équation est équivalente à la formule (5) (n° 240) qui fait 
connatlre la vitesse de déplacement de l'onde. 

Les raisonnements mêmes par lesquels nous avons obtenu ces deux for- 
mules sont d'ailleurs analogues les uns aux autres, quoique cette analogie 
ne puisse nous apparattre complètement tant que nous n'introduisons que le 
potentiel des vitesses au lieu des trois coordonnées œ, y, z considérées comme 
fonction de a, b, c, t. Considérons, par exemple, les équations (20) ou (20') : 
elles expriment que, pour deux intégrales qui se raccordent suivant la mul- 
tiplicité (2') avec identité des dérivées premières, les différences des dérivées 
secondes sont entre elles comme les carrés et les produits deux à deux des 
dérivées partielles du premier membre de (2'). Ce fait n'est autre que celui 
cgue nous avons établi au n° 97 ( 2 ). 



(I) KutOflHOFF, loc. cit. 

(*) Toutefois, lu théorie des caractéristiques ne dispense pas du lemme du n° lt i 
lemme qui a été implicitement admis dans ce que nous Tenons de dire. 
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201. — Pour appliquer la Ihéorie des caractéristiques à l'étude do 
mouvement le plus général des gaz, il est nécessaire de l'étendre au cas de* 
systèmes d'équations, le nombie de celles-ci étant supposé égal à celui des 
fondions inconnues: cas auquel le théorème de Caucby et de M** Kowa- 
lewsky continue à s'appliquer, du moins lorsque, d'une part, on suppose 
toutes les données analytiques, et que, de l'autre, on exclut certains cas 
exceptionnels (ceux où il est impossible de résoudre par rapport à des 
dérivées d'ordre le plus élevé appartenant respectivement aux diverses 
fonctions cherchées) lesquels n'interviennent pas dans les problèmes dont 
nous nous occupons. 

Rappelons que, contrairement a ce qui se passe pour les équations diffé- 
rentielles ordinaires, le cas de plusieurs équations aux dérivées partielles à 
un nombre égal de fonctions inconnues est essentiellement distinct de 
celui d'une seule équation. Il est impossible de ramener l'un à l'autre en 
éliminant une ou plusieurs inconnues : on n'obtiendrait pas ainsi, en effet, 
une équation unique pour déterminer l'inconnue restante, mais un système 
d'équations dont la discussion, au point de vue de l'existence et de la 
recherche de leurs solutions communes, serait, en général, plus compliquée 
que celle du système primitif. 

Nous prendrons, pour fixer les idées, le cas qui se présente le plus com- 
munément en Mécanique, celui de trois équations à trois inconnues ;, t., ; 
cl nous supposerons encore les équations du second ordre et linéaires par 
rapport aux dérivées secondes p* de ;, aux dérivées secondes 7a de r, et 
aux dérivées secondes r tt de (. Elles s'écriront donc 



v 






où a*, /i' a r'a, c" u , c ^; /, l\ C dépendent des fonctions inconnues. de 

leurs dérivées premières (celles de £ étant désignées par p |f p g9 ....,/>., 
celles de r â |>ar q tt q t , q mf celles de ï par r,, r n ...., r m \ et des va- 
riables indépendantes qui sont toujours les .r. 

Nous considérerons encore la multiplicité M„_ ,, sur laquelle nous suppo. 
serons données les valeurs de S, *,, ? et des dérivées premières (ou, plut 
exactement de />„, q nt r„). l-es q lkt r iX véri liant des équations toutes sein* 
blablcs à (8), 6 >, on pourra appliquer aux termes qui l«s contiennent les 
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transformations que nous avons faites aux n 0§ 279, $82, et les équations 
données prendront par conséquent la forme (comparer (7), (15)) 

yv 1 dp n à\ wv \ dq n i>B 

Apnn + Bqrm + t/„ n — ^ 2 d^ SF, ~ 2rf 2 rfi. ôP, 

v 1 dr n ôC 



-z 



2 dxi *Fi 



i dp n aA' 



(27) 



a, », ni V f «/>» ôA V ! rf '/« ™ 

| Apnn + B qrm -*- Gr nn — ^ 2 3£ ôT 5 ; — 2- 2 3£, 5Pi 



l'Id^dC 



^rvi&r n aiy . i#_ 

A'« -uWn -U Cr _ V * rf P n ôA ' V ' d< *» * W 
Apnn-h^nn-hCrnn-^ 2 5^ H£ ^ Z 3 3« »F, 

où A, B, C désignent les quantités 

A = 2 «frP.P* — 2 flf,nP| "*" flnn 

b = 2' fc*p.-p* — 2' 6 *» p * + 6nn 

c = 2 c «* p « p * — 2 Cin Pi ■*■ Cnn » 

tandis que A', B\ C, A', B", C 9 sont des quantités tout analogues formées 
avec la seconde et la troisième équations, et que 



(28) 



i L = Il «» (aÉrak " p **) + 2' bik (ras " p<lfw ) 



, 



+ 2'*Ure- p **) +l 



ainsi que les quantités analogues L', L', sont des fonctions de p„, c/„, r„ et 
de la distribution des valeurs de £. r„ Ç sur M._,. 

Dès lors, la condition pour que la recherche des dérivées secondes soit 
Un problème impossible ou indéterminé est 



(39) 



H = 



ABC 
A' B' C 
A' B* C 



= 0. 



On a ainsi, comme on voit, une équation aux dérivées partielles du pre- 
**»ier ordre, mais du sixième degré. 
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202. — Plaçons-nous d'abord, dans le cas le plus général, celui où la 
multiplicité M„_, élan t caractéristique, c'est-à-dire vérifiant l'équation 
H = 0, les mineurs du déterminant II ne sont pas nuls à la fois en un 
point quelconque de cette multiplicité. Alors la condition pour que le sys- 
tème soit indéterminé (et non impossible) par rapport à /»»,, y,», r M est 
unique, savoir une certaine équation de la forme 

<w 2 (••fe-- »£-•-« £)+-«• 

linéaire par rapport aux dérivées de p m , q nt **„, prises sur M„ _ ,. 

On peut donc, cette fois, choisir arbitrairement, en chaque point de 
M„_ ,, deux des trois dérivées premières /)*, q U9 r n et déterminer la troi- 
sième par celle condition. Mais ici les caractéristiques de l'équation linéaire 
du premier ordre ainsi obtenue ne seraient nullement les analogues des 
bicarac ter is tiques définies tout à l'heure dans le cas d'une seule équation. 
Elles ne coïncideraient pas avec les lignes que nous allons rencontrer dans 
le calcul des dérivées troisièmes et qui, elles, seront les véritables bicarme- 
téristiques. Au reste, les caractéristiques de l'équation en r„ ne seraient pas 
les mêmes que celles de l'équation en p* ou en q n . 

En un mot, lanl qu'on s'arrête aux dérivées secondes, le calcul se pré- 
sente d'une manière très différente, suivant qu'il s'agit d'une ou de plu- 
sieurs équations. 

21KI. — La condition (80) étant supposée vérifiée, la solution du 
système (27) sera indéterminée. Si a, {*, v, %\ p', y', «', p', f sont les mi- 
neurs de H relatifs aux éléments A, B, C, A\ B', C, A', B\ C respective- 
ment, s étant par exemple, supposé différent de 0, toutes les solutions de 
ce système seront comprises dans la formule 

( Pnn = P*nn + *? 

;31' <<7-,. = <7%" -*- p? 

( r nn = r^ -+- y? 

p***> <}*mn* '**»») étant l'une d'elles et ? un paramètre arbitraire. 
Passons aux dérivée* troisièmes. D'après les calculs précédemment 
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effectués, il suffira de trouver />„„„, q„„ n , ''inn, lesquels seront donnés par 
les équations 

A» -i_ n„ _^ r^ V 4 d P m ^i_V'i d 1 m ôB 

Aprnm H- »?»» -+• W M » ~ ^ 2 "5Ï7 dP, ^ 2 dïi ùF 4 

^ 2 dar, âFi * ' 

A'„ -i_ R'« -1- C*. V * d ^»» bA ' V * <*2î? ôB ' 

( )k V ' ldr - ôC '^i' -o 

a»« u. R«„ * rv _ V l ffe-î^' V' * d ?"" aB ' 
A p„ ra H- B ?„„,, -t- t, r„„„ 2, 2 rfz, bP^ Z< 2 <&•< ô¥ t 

V ' i </r nB ôC, f , _ n 

- 2^ 2 "rf¥i sp; + L ' - °- 

L,, L'i, L', désignant de nouveaux termes quadratiques en p n „, q„ n , r„„, h 
coefficients connus. La condition de possibilité de ce système s'obtient en 
multipliant la première équation par a, la seconde par a', la troisième 
par a* ; il vient ainsi, p mn , q nm> et r„„„ disparaissant du résultat, 

V ' I dp m I &A , ftA' . ôA*\ 
, V 1 dq m I ôB , »B' , ôB'\ 

+ 2 2 -a^r r sp, + « »F, + a 5R/ 

— (aL, + a'L', + a'L , ,) = 0. 



(320 



Dans cette équation, nous avons à substituer les valeurs de /)„„, q nn % r nn 
données par les formules (31). 11 est clair que nous obtenons ainsi, pour 
déterminer p, une équation linéaire (non homogène) aux dérivées partielles 

du premier ordre en p, le coefficient de -j~ étant 

2*(%T« + a 'SX + * iPïJ -*- 2 H"*! 7 . 4 " * ^^ ' 5fJ 

+ 2U*ôPi 4 -^à-F + B ôTj- 

Mais, d'après des identités bien connues, la condition II entraîne 

a«' = «p', a»' = «a\ y*' = «v', y*' = «t". 
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Nous pouvons donc mettre a en facteur et le coefficient de 1 *, «avoir 

n est autre que -Jy • 
Donc les caractéristiques de l'équation en p sont 

autrement dit, sont identiques a celles de l'équation (29). 

On retrouvera évidemment ces mêmes lignes dans le calcul des dérivées 
des ordres suivants. Ce sont elles que nous appellerons les bicaractéristiques 
du système donné. 

204. — Le cas que nous venons de Irai ter est celui des équations de 
l'Hydrodynamique, du moins en ce qui concerne les discontinuités propa- 
geâmes. 

Tout d'abord, en effet, il est clair, comme précédemment, que la multi- 
plicité S q u i exprime, comme il a été expliqué au n* 96, la propagation 
d'une onde avec le temps, est nécessairement une caractéristique du système 
des équations du mouvement. 

D'autre part, si deux mouvements d'une masse aérienne se propagent l'un 
dans l'autre suivant une onde, nous savons que la discontinuité qui existe 
entre eux est normale a cette onde en chaque point. Si donc on donne l'un 
des mouvements, les valeurs des dérivées secondes pour l'autre ne dépen- 
dront, en chaque point, que d'une seule inconnue, a savoir la grandeur de 
la discontinuité en question. Ceci revient à dire que la résolution du sys- 
tème (27) ne comporte qu'une inconnue arbitraire et, par conséquent, qm» 
l'un au moins des mineurs du déterminant H est différent de téro. 

Si nous prenons les équations de l'Hydrodynamique sous la forme 
d'Kuler, les variables indépendantes étant les coordonnées actuelles *r,y, i 
et le temps /, l'équation de M„_, devra être écrite sous la forme 

?(*.*.*, I) = 0. 
L'équation aux dérivées partielles à laquelle satisfera la fonction ? et qui 
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donnera 4 en fonction de -^t — • -£, fera ainsi connaître la vitesse de dé- 
0* àx ty a* 

placement de l'onde. Effectivement, si on forme le déterminant H pour les 

équations d'Euler, qui sont quatre équations du premier ordre à quatre 

inconnues u, v, tv, p, on retombera sur l'équation (25), multipliée par le 

facteur! -J + M-' -4- v -* -H 10 ~ ) (lequel correspond aux ondes station- 
nai res, dont nous reparlerons plus loin). 

Si, au contraire, nous prenons les variables de Lagrange, l'équation de 
M„_, étant résolue par rapport à t y soit 

(34) t = f{a, b, c) 

l'équation des caractéristiques nous donnera la vitesse de propagation 

i 



(35) 



v7« 2 + tf + p 



rapportée à l'état initial considéré. Nous retomberons donc ainsi sur la 
formule (4) du n° 240 ; et, en effet, les calculs précédents, appliqués aux 
équations (1) et (8) du ch. 111, donnent ( ! ), conformément à la formule en 
question et a la relation (35), 

(W) & % * (A, A, A) - i = 0. 

Si l'équation de !!,,__, est prise sous la forme 

(34') f(a, 6, c, t) = 

non résolue par rapport à /, on obtiendra la même équation (au remplace- 
ment près du second terme par ff) multipliée par le facteur /*,', correspon- 
dant encore aux ondes stalionnaires. 

205. — On voit d'ailleurs bien, dans ces conditions, que les calculs 
par lesquels on parvient au résultat ne sont pas distincts de ceux qui ont 
été faits au chap. v. On devra, en effet, écrire pour l'inconnue x des équa- 
tions du type (20') et, pour y et ~, deséquations analogues où le paramètre/ 



(i) On d«m, à cet effet, exprimer (comme nom l'avons dit an n° lt4> le§ déri- 
Y ^ es ôx oy te * '***^ c des dérivée» par rapport à a, b t c, et, d'autre part, Unir 
compte de la remarque faite dam la note de la page 02. 
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sera remplacé par (i ou v. Or, il apparatt immédiatement qu'on obtient 
ainsi les conditions cinématique* de compatibilité qui ont fait l'objet du 
chap. ii et que nous avons adjointes aux équations dynamiques du mouve- 
ment ( ! ). 

200. — On obtiendra la valeur de la vitesse de propagation telle que 
la donne la formule (3) (n° 2«!0) en prenant pour élat initial l'état actuel : 
de plus, la forme <!> (/ d , f bt / r ) qui ligure dans la lormule (29') se rédui- 
sant alors à f a * h- /;* -h /",*, nous avons immédiatement à l'instant consi- 
déré, la tangente à la bicaractéristique, savoir : 

da db de dt 

Ta - A ~~ À 



\J%«* 



A'-rD 



ainsi la bicaractéristique, rapportée à un étal initial coïncidant are*- 
l'état actuel à l'instant et au point considérés, est normale à ronde. 

207. — Si, des équations de riIydrodynatni<|iie, nous passons à celles 
de l'Elasticité, nous pourrons également appliquer les considérations pré- 
cédentes, du moins lorsque les coefficients d'élasticité seront tout à fait 
quelconques. Kn général, en effet, les directions de discontinuités compa- 
tibles avec une surface d'onde déterminée sont en nombre Uni, égal à trois, 
chacune d'elles correspondant a une vitesse de propagation différente : 
autrement dit, lorsqu'on donne la multiplicité caractéristique S* qui repré- 
sente la pro|>agalion de l'onde, la direction de la discontinuité est déter- 
minée. Nous pouvons donc raisonner comme nous l'avons fait au commen- 
cement du n n 20 I. 

298. — Il en est autrement dans le cas d'un corps isotrope, la déforma- 
tion étant supposée infiniment petite. Nous avons vu, en effet, que, dan* 
un tel corps, la vitesse de propagation n'a que deux valeur* possibles (au 
lieu de trois . La première correspond à des ondes longitudinales» aux- 
quelles s'applique ce que nous avons dit jusqu'ici. L'autre, au contraire. 



(i II etl cependant k remarquer que Ici concidératlona des chap. n-v ne donnest 
\>*% rint«rpr«'*tation «le la forme que présentent le* terme» tout connu» <ind«-p<« 
danta dea ;».» et no permettent pat, par conséquent, de retrouver lea rquatiooidaat 
leaquellea ces terme* interviennent, telles que 1 équation 30) '0 # 1 •! . H » a la 
une lacune mai doute intéressante à combler. 
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égale (avec les notations du n° 200) à - , convient à des ondes transver- 
sales, et une discontinuité transversale quelconque peut être ainsi pro- 
pagée. Autrement dît, si nous considérons les équations (5) du n° 200, 
équations dont le déterminant est 



(36V 



p e»_M — (L+M)* — (Ln-M)ap — (L-+-M) aï 

-(L + M)«p pe* — M — (L-hM)p» — (Lh-M)Py 
— (L+M)*? _(L-t-M)pY pO* — M — (L ■+- M) ? 

== _(p6»_M) ! (L + 2M — p8»), 



le facteur p8* — M sera commun à ce déterminant et à tous ses mineurs. 
D'ailleurs, ainsi qu'il résulte évidemment des développements qui précè- 
dent, — et qu'on le vériûe d'ailleurs immédiatement — si, dans ces équa- 

tions linéaires, on remplace les inconnues X, p, v par <£> *-2> <y- 2 et les 

quanlilés a, p, y, G par 

'« K A ! , 

y/r** -»- v -+- a 1 v//, 2 + # -+- u •/;* + /;« + a 1 v?* a -*-/;/+ a* 

les équations ainsi obtenues ne seront autres, aux termes indépendants des 
.inconnues près, que celles auxquelles on arriverait en reportant dans les 
équations mêmes du mouvement (équations (4) du n° 250) les valeurs 
des dérivées secondes tirées de (6), (6'), c'est-à-dire que les équations (28) 
(l'équation de Tonde étant t = f(x, y, z) ). 

On voit donc, que sur les ondes transversales qui se propagent dans les 
corps élastiques isotropes, le déterminant H est nul ainsi que tous ses 
mineurs. 11 en est évidemment de m£me pour les ondes transversales sta- 
tionnâmes de l'Hydrodynamique, ainsi qu'on s'en assurerait en effectuant 
les calculs du n° 294 sans exclure ces ondes, c'est-à-dire sur l'équation 
(34') et non sur l'équation résolue par rapport à /. 

290. — Il est donc nécessaire d'étudier, à leur tour, les systèmes pour 
lesquels cette circonstance se présente. 

Nous nous trouvons, alors, dans un cas précédemment exclu (n° 284) 
rnème pour l'étude d'une seule équation : celui d'une caractéristique mul- 
tiple. H est clair, en effet, que toutes les quantités *-& sont nulles (*). 

(') C'est ainsi que, dans l'expression (36), le facteur p6* — M figure au carré. 
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Sur une caractéristique multiple, les théories précédentes sont, en général, 
en défaut. Mais il en est autrement si cette caractéristique annule tous 1rs 
mineurs du déterminant H et si son rang, c'est-à-dire le nombre de ligne* 
et de colonnes qu'il faut supprimer dans le déterminant en question pour 
trouver un mineur différent de zéro, est égal à son ordre de multiplicité. 
C'est ce qui est établi, pour le cas de deux variables indépendantes, dans 
l'ouvrage cité de M. Goursat ('). 

Nous retrouverons plus loin (n° 327} l'équivalent, pour le cas de n 
quelconque, du résultat ainsi obtenu. Hais, pour notre objet actuel, 
nous serons obligés de faire une hypothèse de plus. 

Dans le cas envisagé au n° précédent, en effet, les caractéristiques 
doubles ont le même degré de généralité que les autres : elles sont définies, 
comme elles, par une une seule équation aux dérivées partielles du premier 
ordre. 

Nous nous bornerons au cas, évidemment très particulier, où cette ton- 
dition est vérifiée : plus exactement, où tous les mineurs du déterminant 11 
s'annulent, non seulement sur la caractéristique considérée, mais sur toutes 
les caractéristiques infiniment voisines de la première. 

Reprenons donc le système d'équations et le système (27) en p,», //«,, r M 
qui en est la conséquence et supposons que, le déterminant H soit nul avec 
tous ses mineurs, celte circonstance ayant lieu, non seulement surM„. lt 
mais sur toutes les caractéristiques voisines. 

Le système (27) aura alors deux conditions de possibilité, mais si elles 
sont vérifiées, les trois équations qu'il renferme se réduiront à une seule 
qui déterminera r nn , par exemple, en fonction de p nn et de q nn : on aura, à 
un terme connu près 

A B 

1*nn 7T Pnn ~" 7V Qnn* 

Les équations (32) auront également deux conditions de possibilité que 
nous obtiendrons, par exemple, en multipliant la première d'entre et e* 
par C, la troisième par — t) et ajoutant, puis, opérant de même a ver le* 
deux dernières et les coefficients C\ — C. Nous trouverons ainsi 

V ' * /rr *A r *\' \ <lpnn ± V" I i (* *B f , M \ rf«/„ 

-r2( c A- c £)*^^ cL '•- c ' , -«- , • 

• Equations aux dérirées partielle* du second ordre, tom* il. noU u. 
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2- 2 1 C SPi - C m) 35i ; + 2- 2 1 ftTi ~ G .ïrJ 7/.r, 
+ 2i2\ j>r\ (j âR/^£7 +LL « CL '-° 

(les dérivées troisièmes s'éliminant en vertu des relations 

(37) « = a' = a ' = p = p' = p" =■/ = /== / = U). 

Si nous substituons à r m sa valeur en fonction de p„„, q„„, nous auront 
pour ceux-ci les deux équations aux dérivées partielles 



dxi 



V ' t \ c , î>A p ôA' A ( r , ftC r ôC'\"l dp, 

Z 2 L c SR ~ c SP, -ciST," 1 ôFJJ "*:i 

P' 2- * L sr - c m - c 1 e sr - c sfJ J wt + •- " °* 

(38) \ 

V ' i r r , *A' r , oA' A /„, »C r , «C\l rf» BB 

2i 2 L C »R~ 5F' ~ c 1 e SF, ~ C SPi/J -in 

" 2à 2 L c îr ~ c *i - cl c ôT, - c ,fJJ <4< + "~~° 

dans lesquelles nous avons remplacé par des points tous les termes qui ne 
contiennent pas les dérivées de /)„„, £„„, termes dont la forme ne nous im- 
porte pas actuellement. 

300* — Ces équations sont, en apparence, de forme beaucoup plus compli- 
quée que les précédentes puisque nous sommes en présence de deux équation* 
aux dérivées partielles à deux fonctions inconnues p„r, f q„„. Cependant, 
comme les premières, elles se réduiseqt a de» équations différentielles ordi- 
naires. 

Si, en effet, nous tenons compte de la relation AC = CA', le coefficient 

de -/^N dan* l* première d'entre elles, s'écrit 

Or ceci n*e*t autre que ^ & (AC f — CA r , = ,, £ - 

De même, le cdeftikMmt d* -^* f «Un* U **fM4* hyuàum '38 , **i 
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(puisque l'on a également AC = CA') ; pendant que les coefficient! 

i j ditmt . i to' 1 ml 

analogues de / sont — à -77-» * -«•• 

Or nous avons supposé que les relations (37) avaient lieu, non seulement 
sur M n _ â , mais sur toutes les caractéristiques infiniment voisines. Ou 

exige évidemment que les expressions a, a', qui sont des polynôme* 

en P |V P ff ...., P w _i, aient un facteur commun H if les caractéristique» en 
question étant représentées par l'équation H, = 0. Nous pourrons donr 
poser 

et nous supposerons que les quantités X, ...., ë* ne s'annulent pas toutes 
à la fois en un point quelconque de notre caractéristique. 

^Û' v|| 

11, étant nul, la dérivée -~ se réduit à &' -&* et une réduction analogue 

,. dp f **' oa' v . â . ,. . â . 

a lieu pour -%■ » -=j > -p . Nos équations s écrivent alors 

2 2i sp; <**< f ~ ï 2* 5p, <^ ^ u 

Si donc nous considérons sur M„_ |v les lignes définies par les équations 
différentielles 

< 89) mr - 7fff ,il7 - * 

(s étant un [Mira métro auxiliaire), nous pourrons écrire non équations «ou* 
la forme 

■a ^ _ i ' rf 7- . _ a 
ds as 

-A ( ^+ .1 d Jw + ... = 0. 

O sont doux «équations différentielles ordinaires définissant pu 
<-t y„„ en font tion de x. Nous trouvons donc les mêmes conclusions géné- 
ral*»» quo tout à l'heure. Nous pourrons choisir arbitrairement les valeur» 
uV /',,„, 7„m en un point de chacune des lignes définies par les équations 



LA THÉORIE GKNKRALE DES CARACTÉRISTIQUES 287 

différentielles (39), après quoi ces quantités seront déterminées sur toute 
la ligne en question. Ce seront ces lignes que nous nommerons encore les 
bicaraclèristiques du système. 

Dans le cas des ondes transversales qui se propagent dans les solides 
isotropes, ces bicaractéristiques seront encore normales aux ondes, puis- 
que l'équation des caractéristiques s'écrit 

h, = P /;« - m (/;» + v + a») = o. 

301* — D'après ce qui a été dit au n° 288, il est clair que tous ces 
résultats (tant ceux des n°* 201-203, que ceux que nous venons d'ob- 
tenir), subsisteraient dans ce qu'ils ont d'essentiel si les équations données 
n'étaient pas linéaires par rapport aux p t k, q%k, *',*. Il suffirait encore de 
ditTé rentier une fois ces équations par rapport à x n . Les quantités a,*, b,k, Cik 
seraient remplacées par les dérivées des premiers membres relativement 
à Pik, que ou r,*. 

Il est clair, également, que, si l'équation de M n . t était considérée sous 
la forme (2'), non résolue par rapport à x nt les caractéristiques seraient 
encore données par l'équation (29), A étant remplacé par l'expression (18) 
(n° 287) ; A', A\ ... par des expressions analogues; et que les bicaractéris- 
tiques seraient représentées (dans l'hypothèse du n° 202) par les équations 

dx x dxn 

ôJH ~~ j>H 

302* — Revenons à l'interprétation dynamique des résultats que nous 
Venons d'obtenir. 

Nous adopterons pour représenter nos raisonnements, la convention 
dont nous avons parlé au n° f OO bif , c'est-à-dire que nous tracerons les 
Qgures correspondantes comme s'il s'agissait de mouvements plans, les 
Surfaces de discontinuité étant remplacées sur les figures par des courbes, 
les multiplicités triplement étendues par des sut faces, etc. 

Soient considérés deux mouvements en discontinuité du second ordre 
C s ou d'ordre m > 2), suivant une surface dont la portion représentée sur 
l'état initial, sera désignée par S , et qui doivent satisfaire à un même 
système d'équations dynamiques, par exemple aux équations de l'hydro- 
dynamique. Supposons qu'on donne à un instant donné / , la position de 
la surface S . Les considérations du chapitre V nous apprennent à 
trouver à cet instant, en tous les points de cette surface, la vitesse de 
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propagation ou, ce qui revient au même ( n° 10© b "), l'angle de l'hyper- 
surface S . li^u de S lorsque le temps varie, avec rhypersurfact 
/ — / : par conséquent, à construire en ce point la direction de $ 9 . D'apret 
ce qui a été vu au chap. V et au chap. VI (n° 260-27 1 ), cette direction 
est toujours réelle dans le cas des équations de l'hydrodynamique on de 
l'élasticité. Il peut en exister deux ou plusieurs différentes, entre lesquelles 
les conditions de compatibilité permettront de choisir ainsi qu'il a été 
expliqué au n° 243. 

303. — Hais les considérations développées dans le présent chapitre 
permettent d'aller beaucoup plus loin. Si en effet, l'un des deux mouve- 
ments est complètement connu, celui vers l'intérieur duquel a lieu la pro- 
pagation, nous connaîtrons une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre (celle des caractéristiques) h laquelle devra satisfaire S . 

Or, d'après la théorie générale des équations aux dérivées partielles <•). 
une telle équation, jointe à la condition de passer par la surface S 9 , déter- 
mine complètement l'hypersurface en question. 

Pour opérer effectivement cette détermination, il su fût (*) de posséder 
une intégrale complète de l'équation des caractéristiques» c'est-à-dire 
(à une restriction près, sur laquelle nous n'avons pas h insister ici (') . 
une intégrale dépendant de trois constantes arbitraires (dans le cas qui 
nous intéresse, celui où le nombre des variables indépendantes est de 
quatre). 

Nous partirons d'une multiplicité caractéristique qui, non seulement 
peut jouer le rùle d'intégrale complète, mais est même un peu plus géné- 
rale, puisqu'elle contient quatre constantes, à savoir les coordonnées d'un 
point quelconque (a , 6 , c ff / ) de l'espace E t . Soit 

(40. Il (.<•„ .r, ... *„, P |t P Jf ... P.,,) ^ 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre quelconque défi- 

nissant x m comme fonction de .#•,, .r t **-% et où P t , P ft ..., Pn-t dési« 

gnent les dérivées premières de x m . Pour chaque système de valeurs 
i jt*» ''ï, ... Jr 9 n de jr lt .r f , .... #%,, cette équation donne une relation entr* 



< •) Oui: h "AT, Istçont sur f intégration des équations aux drrir/ei parti*!/ et Am 
premier vrtb-c, n» t*, p. 1*1» t VI . 
l f <jui hMi, lue. cit. 
(>) <ioiit«tT, Ibid.. n» 4S. p. «Jd. 
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P, f P„ ..., Pn-i. Pour n = 3, ces variables x,, x i% x à peuvent tMro 
regardées comme des coordonnées cartésiennes el la relation obtenue 
entre P, et P, représente un cône auquel doit être tangente la surface cher 
chée. Nous pourrons, en nous servant de la géométrie ù n dimonMon*, 
conserver la même interprétation géométrique, quel que soit n, et parler 
du cône r représenté par l'équation (40) au point qui a pour coor- 
données a??, #2, ..., #2. 

A chaque direction (de multiplicités M„__ 4 ) tangente à ce cône, suivnnt 
une certaine génératrice y, — c'est-à-dire, à chaque système de valeur* 
de P t , P s , ..., P„_ t satisfaisant à l'équation pour les valeur»! données de* 
x — , la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre 
apprend à faire correspondre une caractéristique c de l'équation (40), ayant 
pour tangente au point donné la génératrice ?. Toute intégrale p/is*nnt <*n 
et pour laquelle P,, P,, ..., P„_ t ont, en ce point, les vu leur* consi- 
dérées, contient nécessairement toute la caractéristique c. 

L'intégrale que nous considérerons avec M. Darboux (*}, et qui a été 
nommée par lui intégrale à point singulier, n'est autre que le lieu G de* 
différentes caractéristiques c issues du point et correspondant aux divers** 
directions possibles de 7. Elle admet évidemment comme point conique, 
le cône tangent étant r. Elle est inscrite, le long d'une caractéristique ';, à 
chaque intégrale passant par 0. 

Dans le cas où l'équation (40) sera celle qui définit le* carait/ristique* 
d'une équation ou d'un système tels que ceux que non» avons étudia* dan* 
ce qui précède, nous donnerons à cette bypersurCtee C ayant pour point 

conique, le nom de eonoide caractéristique de sommet O, le vjt$m I £Ufil 

dit le cône caractéristique de même sommet, 

304. — Si maintenant, k son tour, le %y%\k*tm en question *»t iMm qui 
x^égit un mouvement, de tarie que le* variable* iu46fpm4*utm *h*M 
«, 6, c, f. et qu'on donne la position S, d'une onde * f'in»l*nt /^ il tuftir*, 
f»our obtenir La multiplia Utr careAérittique & v f/ty, IV, qui v/upe l / v 
^«jivant U surface S t , — t'est a-dir* U fuuJijpIkifé qui ftjrur* la mmh«;W d* 
^«Btte onde, — de pnendre J'enr^ioppe dt* *j**aA** «^era^^w^ique* ** «*l po*# 
Commets les difKëresst* pointa «^ 6 V , ';^ f tJ / qui '>**«til<u**t U +vfW* H % 
«Considérée à Hantant f^ Cette e*r«toppt «if s, e* ^u«^W, pJut*"ur* ***&¥* '- 



Ur erêrt, »* n, j. fci Js><* d*# &«.<-*#-/# €*>*+**#** / 1 /£> " i>W 
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mais, comme au n" 2-1H, s'il y a compatibilité, la propagation *e fret 
suivant une seule, parfaitement déterminée, d'entre elles. 

Soit S la surface (représentée sur la fig. 19 par une courir), suivant 
laquelle la multiplicité t = t' (représentée sur la fig, 19 par un plan p*- 

7rallèle à t = f f )est coupée par le conolde 
caractéristique de sommet (a t , b %% c # , î f . 
La construction que nous venons d'in- 
diquer pour S f se traduira, dans le lan- 
gage de la géométrie ordinaire, de la 
manière suivante : Etant donnée ta 
position S 9 dune onde à r instant /,, 
pour obtenir la position S' t de cette 
°' onde à un instant ultérieur quelcon- 

que t', il suffira de prendre V enveloppe des surfaces S correspondant 
aux différents points de S f . 

Lorsque la surface S, est infiniment petite et se réduit au point 
unique (a , 6 t , c t ), la multiplicité $„ n'est autre que le conoTde caractéris- 
tique lui-même. La surface 1 est donc celle sur laquelle serait distribuée, 
à l'instant *', une discontinuité concentrée, pour / = / f , aux environs du 
point (a„ b ê , c t ). 

2105. — Les ondes rencontrées dans les chapitres V et VI avaient 
(n°* 2219, 271) leurs vitesses de propagation toujours réelles et nou« 
avons même été conduits à admettre (n° 271 que ces vitesses étaient 
toujours finies. 

Comme on le voit immédiatement en se reportant d'abord au cas du 
mouvement à deux dimensions, la condition que les vitesses soient réelle* 
quelle que soit la direction de l'onde, revient a celle-ci, que la multiplicité 
/ / n'est pas sécante au cône caractéristique du sommet 0, et la condi- 
tion que ces vitesses soient toujours finies exprime qu'elle ne lui est pat 
non plus tangente : qu'elle lui est. par conséquent, entièrement extr 
Heure. 

Si cette condition est remplie, il est clair que la surface I ne s'éloigne 
indéfiniment dans aucun sens. En particulier, la surface £ correspondant 
au cas où S se réduit au point est toujours fermée. 

«MMK — Inversement, soit donnée au temps t > / f , une surface S 4 
Supposons d'abord cette surface réduite à un point (fig. 20, et soit I, la 
surface* de section du côm» caractéristique C de sommet par la multipli 
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cité t' = t . Si la surface E est fermée comme nous l'admettons ('), il 
suffira, pour déterminer le mouvement en à l'instant /', de connaître, à 
l'instant l , le mouvement, non de tous les points de l'espace, mais seule- 
ment de ceux qui sont à l'intérieur . , 
de I : nous savons, en effet, que si, \ j 
pour t = f , deux mouvements coïn- \ / 

cident à l'intérieur de S (tout en t~t' /" Vq 

pouvant être distincts en dehors de «- /V •*' 

cette surface), ils coïncideront ensuite / \ç 

dans toute la région intérieure à la / \ 

multiplicité caractéristique menée / /.- A / 

par S , multiplicité qui n'est autre y ^tf* ^ / 

<l ue c. „. rt „ 

Fiir. 20 
Si maintenant S' est une surface 

fermée quelconque et non plus un point, ce que nous venons de dire 

s'applique évidemment en remplaçant l'intérieur de £ par le domaine 

que remplissent les diverses surfaces £ correspondant aux différents points 

situés sur S' ou intérieurs à S' . 

307. — Lorsque les coefficients a H , a jr ... (n° 278) des dérivées de 
l'ordre le plus élevé sont des constantes, de sorte que l'équation des carac- 
téristiques ne contient pas explicitement les variables elles-mêmes, les 
cônes caractéristiques correspondant aux différents points de l'espace, sont 
£gaux entre eux. 

De plus, le conoïde caractéristique se réduit au cône caractéristique. 
L'équation des caractéristiques est, en effet, vérifiée lorsqu'on donne aux 
«quantités que nous avons désignées par les lettres P, et qui sont 

ici -r- • T?» -r » des valeurs constantes» ce qui donne pour t une fonction 

linéaire de a, o, c. Lesbicaractéristiques correspondantes sont évidemment 
clés droites ('), qui ne sont autres que les génératrices du cône r. 



(t) Si le conoïde caractéristique se compose de plusieurs nappes, de sorte que Z# 
**« compose de plusieurs nappes fermées, il faut, ici, considérer la plus extérieure 
<&e ces nappes, de sorte que C soit la nappe inclinée vert VinUrieur de la caracté- 
ristique passant pur Z^. 

(*) Il est à peine nécessaire de rappeler qu'en géométrie à n dimensions, on ap- 
X*\\t droite, une multiplicité à une dimension le long de laquelle les n coordonnées 
saont des fonctions linéaires les unes des autres. 
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Quant aux multiplicités caractéristiques sur lesquelles -j-, >i* 7 * 

réduisent aussi à des constantes, elles donnent évidemment les ondes 
planes, correspondant au cas où la surface S se réduit à un plan et ou, 
par conséquent, îl en est de même des surfaces S' t correspondant à tout 
instant ultérieur, moyennant l'hypothèse, adoptée en ce moment, de U 
constance des coefficients a,, 

308. — Lorsque cette hypothèse est vérifiée, on donne le nom de 
sur/ace des ondes h la surface X qui correspond al' — f t = 1 . Comme 
le conoTde caractéristique est ici l'enveloppe des ondes planes, la surface 
des ondes peut être considérée comme l'enveloppe d'un plan S' 9 tel que sa 
distance au plan parallèle S menée par soit égale a la vitesse de propa- 
gation d'une discontinuité qui aurait lieu suivant 8 t . 

Lorsque, au contraire, les coefficients des dérivées de l'ordre le plus 
élevé ne sont plus constants, on définit la surface des ondes relative à un 
point déterminé quelconque 0, en donnant partout à ces coefficients les 
valeurs qu'ils ont en : ceci revient à substituer^au conoïde caractéristique 
le cône r qui lui est tangent. La construction que nous venons d'indiquer 
en dernier lieu reste d'ailleurs valable. 

L'équation de la surface ainsi engendrée est formée dans tous les traités 
de physique pour le cas des milieux gazeux, celui des milieux élastiques 
isotropes et celui des vibrations lumineuses en milieu cristallisé. Dans les 
deux premiers cas, cette surface se réduit à une sphère ; dans le dernier 
•qui n'est autre que celui des milieux élastiques satisfaisant aux hypo- 
thèses particulières des n°* 274-270), elle est du quatrième degré (sur- 
face des ondes de Fresnel). 

•100* — La définition que nous venons de donner de la surface d*s 
ondes va nous permettre de constater que les bicaracléristiques, telles que 
nous les avons introduites dans ce qui précède, ne sont autre chose que les 
rayons tels qu'on les considère en physique. 

La direction d'un rayon est en effet, définie comme étant celle de la 
droite qui joint le point au point de contact de la surface des ondes rela- 
tive à ce point avec l'onde considérée. Or, celle-ci est représentée dan» 
notre espace a quatre dimensions, par la multiplicité 8 {fig. 19), laquelle 
est tangente au conoïde caractéristique C suivant la bicaractéristique OO . 

Supposons, pour simplifier, les coefficients des dérivées d'ordre le plus 
élevé constants : alors la surface 1 {fig. fl!t) sera homolhétique, par rap- 
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port au point 0, à la surface des ondes et la bicaractéristi \ue 00', laquelle 
sera alors une ligne droite, aura bien la direction du rayon, telle que nous 
l'avons indiquée il y a un instant. 

Ce que nous venons de dire subsiste d'ailleurs lorsque les coefficients ne 
sont plus constants ; il faut seulement prendre pour t' un instant infini- 
ment voisin de f f . L'identité des bicaracléristiques et des rayons est donc 
établie. 

•110* — Les considérations précédentes ne permettent pas, sous leur 
forme actuelle, de rendre comple de toutes les propriétés physiques des 
rayons ('). Elles montrent cependant, d'ores et déjà, ces lignes comme 
jouant un rôle essentiel dans la propagation du mouvement. C'est ce que 
met encore en évidence la proposition suivante. 

Soient donnés un premier mouvement satisfaisant aux équations, et une 
onde So (flg- 19), se propageant dans ce mouvement : onde que nous con- 
sidérerons encore comme déterminée par sa position S à un certain ins- 
tant t . Soit t' l'instant ultérieur où cette onde atteint un point déter- 
miné 0'. Le nouveau mouvement en ce point dépendra exclusivement du 
nouveau mouvement qu'a pris, à V instant t Q% le point (fig. 19) situé sur 
la même bicar acte ris tique que &. 

C'est ce qui résulte, en effet, des calculs faits aux n°* 203 et suivants. 
Ces derniers montrent que, connaissant la multiplicité S et les éléments 
de la discontinuité au seul point 0, ces mêmes éléments seront déterminés 
en tous les points de la bicaractérislique issue de 0. 

Si, en particulier, la discontinuité n'existe à l'instant t que sur une 
petite portion de la surface d'onde, elle n'existera, à l'instant f, que sur 
une petite portion de la surface S' , à savoir, celle qui est délimitée par les 
mêmes bicaractéristiques que la première. 

311. — Les résultats que nous venons d'annoncer subsistent dans l'un 
et l'autre des deux cas traités précédemment, savoir que le déterminant ait 
ou non un mineur différent de 0. Mais, il ne faut pas l'oublier, nous avons 
supposé, dans le second cas, que la caractéristique considérée partageait 
avec toutes les caractéristiques infiniment voisines, la propriété d'annuler 
tous les mineurs de II. Nos raisonnements seraient en défaut si les carac- 
téristiques qui possèdent cette propriété étaient particulières, c'est-à-dire si, 



(i) Voir, plus loin, n« S*#-Sftl. 
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en un point quelconque, les génératrice* du cône r correspondant à et* 
caractéristiques dépendaient de moins de paramètres que les autres. Dans 
ce cas, rien ne Démettrait plus d'affirmer l'existence des bicaractéris tique*. 
Dételles caractéristiques singulières mé ri feraient sans doute d'être étudirct 
au point de vue analytique; elles sont bien connues en optique : c'est à 
elles que correspond le phénomène de la réfraction conique. Contrairement 
à ce qui a lieu, en général, pour les caractéristiques multiples ('), elle* a* 
donnent pas lieu à des singularités des solutions (Voir plus loin, n° 327). 

312. — La construction indiquée au n° 304, permet encore de déter- 
miner l'onde dans des circonstances un peu plus compliquées que celles 
dans lesquelles nous nous étions placés en cet endroit. 

Considérons, par exemple, la rencontre de deux onde*, c'est-à-dire le 
cas où deux surfaces de discontinuité S, S' primitivement tout à fait séparées 
Tune de l'autre et se propageant dans un milieu gazeux que nous suppo 
serons, pour simplifier, indéfini viennent à se couper. Celte intersection 
aura lieu suivant une courbe l évidemment variable avec /. En employant 
encore le langage de la géométrie à quatre dimensions et représentant les 
,.-1 surfaces d'onde par leurs po- 

,(' / y\ .-: sitions S ot S' # , sur l'état ini- 



V 



/« 



<& 




Fig. 21 



liai, on peut dire que les 
multiplicités S f , S' f engen- 
drées par les surfaces S t . S # 
lorsque I varie, se coupent 
suivant une multiplicité 
deux fois étendue A, dont 
les sections par / = const. 
sont les positions successives 
de la courbe /. Il est aisé de 
se représenter, comme nous 
l'avons fait précédemment, 
le phénomène analogue dans 
le cas où il n'y a que deux 
coordonnées x % y et où les 
multiplicités $ , S'» sont des 
surfaces tracées dans un 



espacée trois dimensions (ftg. 21). A serait alors une courbe tracée dan* 
cet espace. 



(>) Voir, |»tr exemple, la Dote de la page 306'. 



LA THKOr.lE GENERALE DES CARACTERISTIQUES 295 

Pendant le temps où S , S' seront sécantes et suivant les positions suc- 
cessives de la courbe Z, naîtront évidemment deux nouvelles ondes, les- 
quelles ne seront en quelque sorte que la continuation des deux premières. 
H est clair que les nouvelles multiplicités caractéristiques §5, S? (fig. 21) 
qui représenteront la marche de ces ondes seront déterminées par la con- 
dition de contenir la multiplicité A et qu'elles s'obtiendront, par consé- 
quent, comme enveloppes des conoïdes caractéristiques ayant pour sommets 
les différents points de A, absolument comme nous l'avions expliqué lorsque 
A correspondait à t = const. et se réduisait à une surface S . 

Des considérations toutes semblables s'appliquent à la rencontre d'une 
onde avec une paroi fixe ou mobile. Cette dernière, par l'ensemble de ses 
positions pour les différentes valeurs de /, formera une hypersurface, 
laquelle coupera l'onde suivant une multiplicité A de même nature 
que celle que nous avons tout à l'heure désignée par cette notation. 
11 restera à faire passer par A une seconde caractéristique (onde réfléchie)! 
ce qui se fera par la même construction que précédemment. 

Dans ce cas comme dans le précédent, la multiplicité A est, par la ma- 
nière même dont elle est obtenue, extérieure au cône caractéristique ayant 
pour sommet l'un quelconque de ses points, de sorte que (comparer 
n° 305), les nouvelles ondes obtenues seront réelles. 

313* — Le cas de la réfraction correspond, analytiguement parlant, à 
celui où l'espace E 4 serait divisé en deux régions où les équations du pro- 
blème auraient des formes différentes. Une onde se propageant dans l'une 
de ces deux régions rencontrerait alors leur frontière commune suivant 
une multiplicité A, par laquelle il resterait à faire passer une caractéris- 
tique des équations relatives à la seconde région. Ici, toutefois, cette 
nouvelle caractéristique (onde réfractée) peut être imaginaire même lorsque 
la première est réelle. 

Il est clair que la construction d'Huyghens n'est qu'une application de 
cette manière d'opérer. 

314* — Enfin, il arrive souvent qu'une onde se rencontre elle-même : 
autrement dit, qu'une surface d'onde primitivement dépourvue de singu- 
larités acquière, au cours de sa propagation, des lignes doubles ( l ). Cette 



(i) C'est ainsi que le* courbe» parallèle! h une courb* <l, ont, **n tf#'n*ra1 t de« 
points doublet (même si C en eut dépourvue), torique la dUtanc* devient ftuffuamrnent 
grande et est reportée rers la concavité de C. 
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circonstance ne doit pas, bien entendu, être confondue avec le phénouièo* 
de Riemann el Uugoniol, étudié au chapitre IV : elle ne trouble pa*, es 
général, la régularité du mouvement. 



8 2.— THÉORÈMES D'EXISTENCE 



•115. — Nous avons, dans ce qui précède, constaté que, sur une carac- 
téristique, le calcul des dérivées de chaque ordre conduit à une indétermi- 
nation. Il ne résulte pas de la, qu'il existe une infinité d'intégrales résol- 
vant le problème de Cauehy donné, ni même qu'il en existe une seule. 

Pour le cas d'une équation du second ordre analytique à deux variable* 
indépendantes, ce fait a été établi par M. Goursat ('), comme conséquence 
du théorème suivant : 

Etant données une équation aux dérivées partielles analytique à deux 
variables indépendantes, et % d'autre part t deux lignes concourantes 
analytiques dont chacune soit tangente à Vune des caractéristiques issues 
de leur point de concours, r équation admet une intégrale analytique (et 
une seule) prenant respectivement sur les deux courbes données de* 
valeurs analytiques données. 

De ce théorème résulte aisément l'existence d'une infinité d'intégrales 
analytiques résolvant le problème de Cauehy pour une caractéristique. 

2116. — Le théorème de M. Goursat a été généralisé par Beudon, lof. 
cit., à l'équation à un nombre quelconque de variables traitée aux 
n" 278 et suiv. 

Nous allons démontrer le résultat de Beudon en adoptant des hypothèses 
un peu plus générales. Déjà, en effet, dans le cas de deux variables, il 
n'est pas nécessaire que les deux lignes le long desquelles z est don or 
soient des caractéristiques. Il suffit, comme l'ont montré M. Picard (* 
pour les équations linéaires analytiques ou non, puis M. Goursat (' en 
supposant les équation* analytiques, mais non nécessairement linéaires, que 
cette propriété appartienne à une seule des lignes en question. C'est un 



(M L'çon* sur /'» Squattons aux dérivées jnsriielles Su second ortlre. Xom* \ 

(•• in lUttimi \, Leçons sur la Théorie générale des sut faces, tome IV, not* 1. 
•. Equations aux dérivées jHirtieHes du second ordre, lom* II, p«g*« ï>Xl-30*. 
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problème de celte espèce qui s'est présenté au a 180 dans l'élude du 
mouvement recti ligne d'un gaz. 

Nous étendrons d'une manière analogue le théorème de Beudon, en 
considérant deux multiplicités an — 1 dimensions non tangentes entre 
elles et dont la première sera, en un point que nous prendrons pour ori- 
gine des coordonnées, tangente à une caractéristique. Cette propriélé sub- 
sistera d'ailleurs (comparer n° 102), après un changement de variables 
indépendantes, moyennant lequel nous pourrons supposer que nos deux 
hypersurfaces aient pour équations x n = 0, œ n - 1 = 0. 

Sur chacune d'elles, nous supposerons donnée la série des valeurs de z> 
soit 

(41 , l * = <K*i,*!, ...,?n-i) pourx„ = 

( * = X(^i» x v •••> ^n- s , oc n ) pourar n - i =0. 

Bien entendu, ces valeurs devront coïncider sur la multiplicité (an- 2 
dimensions) commune aux deux premières : nous pourrons écrire 

(42) ^(Xj.a?,,...,^-,. 0) =/. (*,,£„ a?n-„0) = m(x l , x t tfVi-,). 

L'équation aux dérivées partielles étant 

= 0, 

la condition que x n = soit tangent à une caractéristique s'exprimera 
(n° 288), par la condition 

-£=0. 

bpnn 

Par contre, nous supposerons l'équation résoluble par rapport à /) n „-,. 

^^ condition = 0, revient à admettre que la multiplicité M n . 4 définie 

* a ** les équations x n = x n _ l = 0, n'est pas tangente à une bicaractéris- 
lf l **e. Si le cas contraire se produisait, les valeurs données <Js /. devraient 
e *"i fier une nouvelle condition de possibilité. Nous avons vu, en effet, que 
1 ^ Privée de/>„ suivant une bicaractéristique peut se calculer en fonction 
-^ s, Xi, pi : il faudrait que la valeur ainsi obtenue à l'origine fût égale à 
•^ que l'on connaît directement puisque p n est donné (à savoir, égal 

iV^-J sur la multiplicité M n _ 2 . On aurait de même une autre condition 

{Possibilité en considérant la dérivée de p nn , et ainsi de suite pour chaque 
***"*« de dérivation. 
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317. — Soit donc 1 équation du second ordre, résolue par rapport 
àpnn.i : 

(43) Pnn-i = F (a?,. x t , ... a?n, :,p, . ..,/>!•» p tl9 ••••pu») 

et supposons que la fonction F soil analytique el holomorphe par rapport 

aux variables dont elle dépend ('), dans un domaine comprenant les valeur* 

i>F 
que ces variables prennent à l'origine, la quantité — - étant nulle en ce 

yP*n 

dernier point. 

Nous allons démontrer que si les fonctions ty et / sont également mna 
ly tiques et holomorphes autour de Vorigine, le problème posé admettre 
une solution holomorphe, et une seule. 

Nous pourrons, quand nous le voudrons, simplifier la question en rame- 
nant | et / à être nuls. Il suffira, a cet effet, d'introduire, au lieu de x, la 
nouvelle inconnue 

z' = z — 4* — / -4- m 

(m(x ï% x v ..., a?*.,) étant déGnie par l'équation (42)). Nous pourront 
également, en retranchant de z le terme ax n x n - %* où a est une constant? 
convenable (ce qui diminue />»«-! de cette constante) nous arranger pour 
que F soit nul à l'origine. Dans ces conditions, la fonction F sera repré- 
sentée par un développement convergent ordonné suivant les puissances 
de z. des a\, des p* et des p,t à l'exception de p m m- t, développement qui 
manquera de terme constant et de terme en p mm seul. 



318* — Que cette transformation ait été effectuée ou non, les dons 
du problème font connaître les valeurs à l'origine de toutes les dérivée» 
de z. 

Tout d'abord, lorsqu'il n'y a pas, à la fois au inoins une différenciation 
par rapport à x mt et au moins une différenciation par rapport k r m _ t , ctm 
valeurs résultent de la différenciation de* équations de condition f 41) ~ 
elles sont nulles si Ton prend •} — /. — 0. 



V Le théorème que nout «vont en vue a été. comme nous l'avons dit. établi p*^""" 
M. Picard, indépendamment de l'hypothèse d'anaMicité, pour le cas de deux un— 
blet, liant le cai où h «rtt plut jrrand que 2, l'ext«*n«ion aut donnée» non aotlft x 

quet — ou plutM, la question de savoir comment cette eitension est po#»ible 

Pr. ; *enUj det difficultés nouvelles, qui n'ont pat été turmontéea jusqu'à présent 
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Convenons d'autre part, de dire qu'une dérivée partielle de z est anté- 
rieure à une autre : 

1° Si elle est d'un ordre total moindre ; 

2° Si, étant du même ordre, elle comprend moins de dérivations par rap- 
port à x n ; 

3° Si, étant du même ordre et comprenant autant de dérivations par 
rapport à xày elle comprend moins de dérivations par rapport à a?„_ t . 

Soit maintenant pnn—i ;>*.... (où les indices i,j, k... ont des valeurs 
tout à fait quelconques entre 1 et n) une dérivée dans laquelle on a diffé- 
rencié à la fois par rapport à x n et à x n ,. Nous calculerons la valeur de 

cette quantité en appliquant l'opération aux deux membres 

ÙX( oX j oX/f 

de l'équation (43). Toutes les dérivées qui figureront au second membre 
seront évidemment antérieures à celle que nous cherchons, à la seule 
exception de p nn ijk Mais celte dernière s'éliminera à l'origine : car 

dF 

elle a pour coefficient — , quantité dont la valeur initiale est nulle. 

àpnn 

Le second membre de l'équation obtenue ne comprendra dès lors que 
des quantités déjà connues si nous avons pris soin, ce qui est évidemment 
possible, de ne jamais passer au calcul d'une dérivée sans avoir effectué 
celui des dérivées antérieures. 

Cette première conclusion est donc démontrée. Il suit de là que si le 
problème admet une solution holomorpht», cette solution est unique. 
De plus, nous remarquerons : 

1° Que toutes les équations résultant de la différenciation de (43) sont 
ainsi utilisées, de sorte que toutes ces équations sont vérifiées à l'origine 
par le système des valeurs des pi<*... ainsi calculé; 

2° Une ce calcul ne comporte que des additions et des multiplica- 
ïons. 

En vertu de celte dernière remarque, nous pourrons appliquer la mé- 
•fcode des fonctions majorantes. Nous remplacerons les développements 
tonnés de F, ^, /. par d'autres respectivement majorants des premiers ; et, 
ii le problème ainsi modifié a une solution holomorphe, nous pourrons en 

Conclure que les valeurs des p, ; * correspondant an problème donné 

'ou missent, elles aussi, un développement de Taylor convergent (lequel 
Satisfera nécessairement à l'équation proposée, d'après la première des deux 
"«marques qui viennent d'être faites). 

En ce qui concerne les fonctions '\ et / données, nous pouvons les sup- 
poser nulles, comme il a été expliqué tout à l'heure. Dans ces conditions, 
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chacune d'elles admettra pour majorante toute fonction représentée ptron 
développement à coefficients tous positifs. 

Quant à la fonction F, puisqu'elle manque de terme constant et de 
terme en p* m , elle admettra, d'après une remarque bien connue, une majo- 
rante de la forme 



n 

X t -+- x t . ... -h oc n + x -+- V Pi -+- 2 P* 

! 5 r-^ 



-" («-*)• 



la somme 2' se rapportant à toutes les dérivées secondes à l'exception 
de Pn».|. 

Beudon, admettant que a?„_ , = était une caractéristique, supprimait 
encore, dans cette expression le terme en p n . % n _i seul. En raison de U 
présence de ce terme, nous devrons, ici, employer l'artifice indiqué jvir 
M. Goursat, et qui consiste à remarquer que la fonction F est a fortiori 

majorée si nous remplaçons, au dénominateur, x„ par AoùX désigne us 

nombre positif quelconque plus petit que 1. Nous sommes ainsi conduit»* 
l'équation 



Pnn.i 



x t -+- ... x m _ t -h y -+- - -h ^/>,-t- J^ p- 

t - 



-»(«*Ç) 



et le théorème sera démontré si nous obtenons, pour celte équation. »"* 
solution nulle à l'origine ainsi que ses dérivées premières et secoode*. * ( 
se réduisant, tant pour x n = que pour *r„_ t =■ 0, à des fonction» tk>"t 
les développements soient à coefficients tous positifs 

Nous chercherons une telle solution en prenant - fonction des oVui 
variables 

(45) X == x x -h x % -*- ... -4- x,_ t , Y = Xx n - t -4- jt. : 
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l'équation (44) deviendra 

H 

_4_ . . . 

+ (1 + X)(»_2)^+(H-X«) ô î}fj 



OU 



C esl le coefficient numérique C = - y . 



Le second membre comprend un terme en -y*, le terme k- ^ 2 cçî« Nous 

déterminerons X de manière que ce terme ait un coefficient plus petit que 
celui du premier membre, soit 

(46) X<jj. 

Nous pourrons alors faire passer le terme en -^ du second membre dans 
le premier et l'équation obtenue sera de la forme 

(47) *^i - -r-J ^ -*\(X, Y, jr, jj. ô? , ôlp . ôX ^ y , ftTé j 

où F, est holomorphe par rapport aux variables dont il dépend autour des 

valeurs nulles de ces variables, son développement étant à coefficients tous 

à*z 
positifs et manquant de terme en -y* seul. 

Le théorème de Cauchy-Kowalewsky nous apprend que cette équation 
admet une intégrale holomorphe nulle, ainsi que sa dérivée par rapport à Y, 
pour Y = 0. Si Ton substitue pour X et Y leurs valeurs (45), on aura une 
solution holomorphe de l'équation (44). Celte solution et, par conséquent, 
les fondions auxquelles elle se réduit pour x n =: 0, œ n _ , = ont d'ailleurs 
comme le montre le calcul même qui les donne à l'aide de l'équation (47) ( ' ) , 



» (») Pour effectuer ce calcul, fil ett inutile de réfoudre l'équation (47) par 
vapport a ^j, grâce & cette circonstance que, au fécond membre, l« coWflciunt de 
jjYi c *t nul à l'origine. 
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des développements à coefficients lous positifs, leurs valeurs initiales liasi 
que celles de leurs dérivées premières et secondes étant nulles. 
Donc, le théorème est démontré. 

310. — De la proposition précédente, on déduit aisément celle que oom 
avions en vue, à savoir l'existence d'une infinité de solutions bolomorph* 
pour le problème de Cauchy dans le cas d'une caractéristique. 

Supposons encore que la multiplicité caractéristique ait pour équalioo 
x n = 0. Nous |K>urrons v en outre, supposer que les valeurs données de : 
sur cette multiplicité soieut nulles, ainsi que celles de p n et celles qu'on ea 
déduit pour p nn - 11 est clair, en effet, qu'on ramènera le cas contraire à 
celui-là par un changement d'inconnue de la forme 

(48) * = *'-+- A -+- Bar* -+- Cxî, 

(A, B, C étant des fonctions de x i% a? f , ...,x a . ,). Dans ces condition*, 
l'équation (43) devra être vérifiée, quels que soient x ï% r t , .... x m _ t pour 
.r„ et z nuls avec les p, et les /><*. 

Mais, de plus, la multiplicité donnée doit être une caractéristique, et nos 
plus seulement tangente à une caractéristique à l'origine, c'est-à-dire qu'os 

doit avoir, dans les mêmes conditions, d'une part - — = 0, d'autre psrt 

l'équation (16^ (n° 288), laquelle se réduit ici à ~ = 0. 

Ceci revient à dire que tout terme du développement de F renferme es 
facteur Tune au moins des quantités 

z % pi(i= t f 2 , n) 

p A (i 9 k = 1, 2, ...., n— I) 
Put (A' = *,2 , n-2) 

^f ^«Pn». Pin- 

Donnons-nous alors arbitrairement les fonctions holomorphes ©,, © A , .. 

de x n .r f r n- i et considérons la solution holoniorphe de l'équation* 

(43) qui, pour j m = se réduit à et, pour x„_, = 0, à 

(49- 9 ê aî -+- o 4 ^ri -+- .... 

solution dont l'existence vient d'être établie. Il est aisé de constater qus^ 

quelles que soient les fonctions p a , © 4 , cette solution répond à 

problème de (laurhy, c'est-à-dire que, outre nés valeurs, celles de sa drn 
vée/j* «t d«» na dérivée p nn sont nulles avec .<*„. Il suffit à cet effet pu« 
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qu'il s'agît de fonctions holomorphes) de s'assurer que, pour celte intégrait» ?, 
toutes les dérivées contenant une ou deux dérivations par rapport à >r„ «ont 
nulles à l'origine. Or c'est ce que Ton vérifie sans difficulté en reprenant, 
dans les hypothèses actuelles, les calculs du n° précédent par lesquels on 
obtient ces dérivées. 

Le théorème est donc démontré. 

3 1 9 bi \ — L'expression (49) représente la valeur la plus générale que 
puisse prendre, sur la multiplicité x n -i = 0, une fonction holomorplie s 
qui soit nulle, ainsi que ses deux premières dérivées par rapport u x n , 
pour x n = 0. 

Repassons maintenant des calculs tels que nous venons de les faire a ceux 
qui leur correspondent lorsqu'on n'effectue pas la transformation (48). 
Alors les valeurs, pour Xn = 0, de z et de ses dérivées des deux premiers 
ordies ne sont plus nulles, mais elles devront encore vérifier : 1° l'équation 

(43) ; 2° la condition — — qui exprime que x n = est une caractéristique ; 

3° la condition (16 b "), nécessaire pour l'existence des dérivées troisièmes. Kt 
inversement, ces conditions sont les seules que nous ayons postulées dans 
le raisonnement du n° précédent. 

Celui-ci montre, par conséquent, qu'une distribution (sur la multipli- 
cité x n = 0) des valeurs de p m . p nn satisfaisant aux trois conditions 
en question (où Von donne à z les valeurs ty(x t , x s , „.,!,,,,)), sera celle 
même qui correspond à la solution du problème traité aux rt" #MO- 
5118, si elle coïncide, en tout point de tintersectUm des deux multi- 
plicités x n = 0, #„_, = 0, avec celle qu'on déduit de la deuxième cm* 
dxtion (41). 

Lorsque l'équation est linéaire par rapport aux p<*, on peut énoncer la 
Tnéme propriété pour une distribution de valeurs de p m qui satisfait au 
même système de conditions à Cezception de (16**), celle-ci étant rem- 
placée par t équation 13) (o* 382), Car, en déterminant p»„ par Yh\u*- 
tion (16) jointe à la condition de coïncider, sor rin(er«ection de* deux 

multiplicités, arec les valeurs correspondantes de -^ , on est r*m*t*k h 

l'énoncé précédent. 

320* — La proposition établie au u s 3 1 H u+%i pas %**$\*m*t*i util* a 
la démonstration do théoràfte do n* 310. Elle **f, *u +\U ttthu*. ****}f 
tible d'applications dTsanugaes* Le pr<sM*wj* <\n*M* t*v*êi ett, e* yss^ï- 
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culier, celui auquel on est conduit en étudiant, comme au n" SUS. le 
phénomène de la rencontre des ondes. 

Avant celte rencontre, le fluide est divisé en trois régions animées de 
mouvemeuts distincts : nous désignerons par l'indice 1 celui que propage 
Tonde S » par l'indice 2 celui que propage l'onde S'», |*r l'indice 3 le nimi- 
veinent intermédiaire. 

Supposons : 

t* que ces mouvements soient tous trois dépourvus de rotation ; 

2" qu'ils soient analytiques ainsi que les multiplicités $ 9 , $'•• Il en sera 
alors de même pour la multiplicité À et aussi pour les ondes 8/. S/ V* 
prennent naissance, ainsi que nous l'avons vu, à la rencontre des première» 
el se propagent respectivement, à partir de A, dans les mouvements 1 et 2. 

Cela posé, nous allons montrer l'existence d'un quatrième mouvement 
analytique, satisfaisant aux équations de l'hydrodynamique et se raccor- 
dant avec 1 et 2 suivant les caractéristiques $/, $/. C'est précisément par 
ces conditions qu'est déterminé le nouveau mouvement intermédiaire qui 
prend naissance entre les deux ondes correspondantes. 

H suffira de calculer le potentiel des vitesses 4» du mouvement cherché : 

4» devra d'abord vérifier l'équation (28')- 

D'autre part, toutes ses dérivées premières devront être, sur S,' et $/ le* 
mêmes que celles qui correspondent aux mouvements 1 et 2 respective- 
ment, puis |ue (les discontinuités étant supposées du second ordre au 
moins» vitesses et pressions restent continues. 

Or nous savons qu'il existe une fonction holomorphe 4» qui vérifie l'équa- 
tion (28') el prend, sur S/ les mêmes valeurs que le potentiel des vile**?» 
du mouvement 1 ; sur 8 * I"* mêmes valeurs que le potentiel des vitesses 
du mouvement 2. 

I-e potentiel des vitesses du nouveau mouvement intermédiaire étant 
ainsi choisi, il y aura continuité (au passage de S,' et de S 9 "), non neule- 
meut des valeurs de ce potentiel, mais aussi de celles de ses dérivées, 
comme les conditions de notre problème l'exigent. 

Kn elTet, les dérivées en question, déduite* du mouvement I, forment 
sur la multiplicité $/ une distribution caractéristique. Comme, d'autiv 
pari, l'équation (23) e»t linéaiiv par rapport aux dérivées seconde*, U 
continuité aniiomée aura lieu dans toute l'étendue de £,' en vertu du 
u* •lit) 1 **) *i elle existe en tous les points de A. 

Or, en ces jxmils. elle résulte de ce que les dérivée* de 4» peuvent se cal* 
ruler à l'aide des valeurs de celte fonction sur S a pour le mouvement I, 
et mit ^ pour le mouvement cherché, valeurs que l'on peut considérer 
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corn mes données par les mouvements 3 et 2 respectivement ; et que d'autre 
part» il y a, nous le supposons, continuité des dérivées première* entre lo* 
trois mouvements primitifs. (Comparer la note de la page 174). 

Le mouvement déduit du potentiel des vitesses calculé comme non* 
venons de le dire satisfera donc bien à toutes les conditions du prohibait». 

321. — Nous nous proposerons, maintenant, de généraliser la propo- 
sition des n " 316-318 aux systèmes à plusieurs inconnue*. Soit donc 
un tel système aux inconnues £,*,,£. Considérons encore deux multiplicité* 
sécantes dont nous pourrons toujours prendre les équations sous la forme 
x n = 0, x n _ i = 0, la première étant tangente à une caractéri*tiqu«, qui 
ne soit pas multiple (n° 284) la seconde quelconque sous la seule condi- 
tion que leur intersection ne soit pas tangente à une bicaraclérintique. 

Nous supposons que le système donné est analytique et régulier et rente 
tel après le changement de variables que nous avons opéré pour donner 
aux équations de nos deux multiplicités la forme précédente. Dan» ce* 
conditions, si nous cherchons des valeurs de £, r,, Ç qui n'annulent a l'ori- 
gine ainsi que leurs dérivées premières et secondes, nous devrons admettre 
que les premiers membres des équations sont développai))"* ftuivaril le* 
puissances croissantes de x,, jr,, ..., x n , ?, /,, î, p if <y 4 , r h p^ t </*, r*. \)n 
plus, si les termes en p nn , «/«*, r„« de ces développement* sont 

A'p»n+B'</** + Cr nnf 
A'j»,»-i- Wq mm ■+ <7r nn , 

et si Ton tient compte de ce qui a été dit au n* 301, Je* v*tfu\m\* 
À, B, C, A', B\ C, A r , B% (7 ne seront autre* que l<m **Ux$r* %rit\'uA** 4*% 
quantités que nous avons désignées sons te o//m au n v SOI , Le éiUrrmi* 
nant H, égal, à l'origine, à 

| A B C 
j A'ÉTC 
1 ABC 

devra être ■■!, fm**qm* x k = 4 e»t t****»fe * «** *ju**ihy*t*\*+, «****' 
ment dît, bot» fr/smat £*%** *.v> *sSt*î****v/u U**mt+ t* *v* U*m 
équations telle tfm k» ****** 4* U *»m* 50 j 4*t**m***Â ****** 
ment : rtmMmmm m fm ;*»<•?% tw^Uw* fmm é*% *qn*k*/** faHxfr*, .« 
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Admettons donc que Ton a A f = B' = C = 0. Les dérivées U- se ré- 
duisent à 



<«> i-p, 



ABC 

A' B'C 
ai b % Ci 



en désignant par a„ b it c*, les coefficients de pu, ^m, r,* dans la troisième 
équation. Il résulte de là : 

1° Que les déterminants (51) ne sont pas tous nuls, puisque notre carac- 
téristique est simple (') ; 

2° Qu'en particulier, relui qui correspond k i = n — t est différent àe 
zéro, puisque l'intersection de nos deux multiplicités n'est pas tangentes 
une bicaractéristique. 

*!22. — Nous pourrons, dans ces conditions, opérer un changement 
d'inconnues tel que deux d'entre elles soient remplacées par les quantité* 

ou, plus généralement, par les quantités 

(53) \ *l + ** + ei- 

où A, A, c\ X', &', ( v sont des fonctions holomorphes quelconques s* 
réduisant, à l'origine, à A, B, C, A', B', C. 
Quant à la troisième inconnue, ce sera une fonction quelconque 
Sj i^i *f { %t ij f ^ x |t x t , ...• x n ) 

(») S'il n'en était pas ainsi, les résultats auxquels on arriverait seraieot d« Mtart 
fort différante, comme le montre immédiatement l'exemple du système 

6 X S = ^ * '*•• 'i *-. I *.. ;. *. 9 . *v + II, 

j «*.*£.■, - *C *<*••**• -.*•.*.*„ ï. *• «.. *••> + x. 

" ££i — * (*|. *j. .... *«. t. ▼.. s. p.. Ç.. »*.,p, é , ç... r 4 ) 

(où M H N sont des lonctioni données des ar) : svtteme qui est impossible Si l'«* 

..... /"-.-*. 
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telle que Ton ait à l'origine, 
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(54) 





ABC 


J>g,.i..c,)_ 


A' B' G 

d<\> Ô^ ty 



^o. 



Comme on a 

^î = Apnn + Bqnn + CVnn, ^=A'p„„+%> 4- CV n „, 



(55) 



a»: 



&£ 



ô5; — ôï P nn 



*4 



Çnn 



^ 

'« 



f*nn 



r égalité (54) exprime que la troisième des dérivées (55) ne s'exprime pas 
à l'aide des deux premières et, par conséquent, que les équations données 
n'en fournissent pas l'expression à l'aide de dérivées contenant moins de 
deux différentiations par rapport à œ n . 

323. — Supposons ce changement d'inconnues déjà effectué. Alors les 
coefficients A, B', seront égaux à un, pendant que B, A', C, G seront nuls : 
par conséquent, le déterminant ionctionnel des premiers membres de nos 

équations par rapport à p nn , q n n, r nn -i sera initialement égal à -p — , 

c'est-à-dire différent de zéro. On pourra donc résoudre ces équations par 
rapport à p nn , q n n, r„ n . t et les écrire sous la forme 

!Pnn = F (x i9 î, r„ Ç, p it q { , r it pikj qik* r,*) 
q nn = * (a?i, S, ij, Ç, p i9 q it r h p ik , qut, rut) 
r nn -i = V (a?», î, îi, Ç, p it q h r i9 pi k , qtk, r ik ) 

où les seconds membres ne contiennent pas p nn , qnn, *Vm-i> et où l'on a, 
à l'origine, 

èF _ à^ ___ 5^ 
àr nn &Tnn àTnn 



C57) 



0. 



Nous allons montrer que, pour déterminer une solution d'un tel sytème, 
ou peut se donner : 

1° Pour les inconnues J et r t , les conditions de Cauchy, à savoir, les 
^valeurs de ces quantités et de leurs dérivées premières pour x n = ; 

2° Pour l'inconnue Ç, au contraire, les conditions analogues à celles du 
il 316, à savoir, les valeurs de cette inconnue elle-même sur x n = et 
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sur .r„ _ â = (valeurs qui devront concorder, bien entendu, lorsque x,#t 
:<'fi-i seront nuls à la fois). 

Ces différentes données seront encore supposées analytiques. 

Elles nous feront évidemment connaître à l'origine, parmi les délivre» 
de Ç, (ouïes celles où il n'y a pas différenciation à la fois par rapport 
h *r m et par rapport ài»_, et, parmi les dérivées de £, r tt toutes celles oà il 
y aura, au plus, une différenciation par rapport à a\. 

Pour calculer les dérivées restantes, nous les classerons encore par ordrr 
d'antériorité. La définition adoptée pour les dérivées antérieures les us* 
aux autres sera la même que précédemment (n° «Il H) avec cette conven- 
tion additionnelle que, de deux dérivées du même ordre comprenant U 
même nombre de dilîérentiations par rapport à .**„ et par rapport i/,. |( 
une dérivée de ? ou de r è sera considérée comme antérieure à une dérirrt 
de;. 

Le calcul se fera alors sans difficulté par une méthode toute semblable! 
celle du n° 318. Il utilisera toutes les relations qui résultent de la diffc- 
rentiation des équations données. 

Pour démontrer la convergence des développements ainsi obtenus, <« 

supposera encore que toutes les données initiales «valeurs de ;, de r„de 
et d«» -— pour r N — 0, valeurs de ; pour .>•„ - et pour r„_,= 0) soient 

nulles : résultat qu'on peut toujours obtenir par un changement d'in- 
connues. 

Comme, ici encore, les opérations qui ont servi à obtenir les dérivée 
successives à l'origine se* composent exclusivement d'additions et dt» mul- 
tiplications, nous pourrons remplacer les différentes données du problème 
par des majorantes. Aux données in il iules nulles nous pourrons en *uh*- 
tituer d'autres représentées par des développements à coefficients potiltU 
choisis entièrement à notre volonté, ceux des termes constants ainsi que 
des termes du premier vl du second ordre étant toutefois nuls. 

Quant à F, 4>. *4', leurs majorantes seront de la forme 

H . _H _ . 

^la nomme désiguée par le signe £' se rapportant à toutes les dérivas 
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secondes à l'exception de p n n, q n n, r,, n .,) ou, en remplaçant encore x H 
par T , 

M 

-\ — . 

_n(i + r--) 

Si nous cherchons des solutions dépendant des deux quantités 

À = X i -+- Xj -+- •.. -+- Tn - 2» * === ''^n - 1 ~T~ &nt 

ces solutions seront déterminées par les équations 



**5 _*\_ ft«Ç 

SY* ~" S'Y* ~~ ôY* 



M 



x + ï + « + , + ç+(»-2)*-«t±J+Ç! 



• - e X-+" (* + *' 5Y + 2 SX"' 



I 

Rp ,T "' ôY ' ' 2 «X» ? 

-"(«+iS) 

lesquelles seront vérifiées (en posant encore C — -, — — — j P*r 

SY 5 " l R «Y*/ 

M 

Or, dans cette dernière équation, si / satisfait à I in<Valil<; 

>. 2 •. -r3j<jj, 



310 CHAPITRE VU 

le terme en ^ aura un coefBcieni moindre dans le second membre q« 

dans le premier, où nous pourrons le faire entièrement passer. 

Dès lors, le raisonnement devient absolument identique à ce qu'il était 
dans le cas d'une seule équation et l'existence d'une solution holomorphe 
h coefficients positifs est établie. 

324* — On déduira de là l'existence d'une infinité de solutions pour 
le problème de Cauchy, lorsque la multiplicité x m = est une 
caractéristique. Pour tenir compte de ce que cette circonstance a lieu fo 
tous les points de la multiplicité en question et non plus à l'origine, il 
faudra exprimer qu'il existe en chacun d'eux une combinaison linéaire 
des trois équations données dans laquelle les dérivées par rapport a 
p*n, 9»*. r n * s'éliminent. Si (les équations étant toujours à premiers mem- 
bres hoiomorphes), nous supposons pour fixer les idées le mineur *' dif- 
férent de 0, cette combinaison linéaire pourra être substituée à la troisième 
équation donnée. 

Une transformation tout analogue sera alors faite sur les inconnue* : 
dans les deux premières équations, les dérivées par rapporta p« a , q* m , r.,, 
considérées en un point quelconque de notre multiplicité seront des fonc- 
tions hoiomorphes de x it x t , av,_,. En désignant par .i, $, t. ,1, il, « 
ces dérivées, nous pourrons prendre pour deux de nos nouvelles inconnues 
les combinaisons 53). 

Nous aurons ainsi réduit nos équations à la forme (58 , le» condi- 
tions (57) étant vérifiées, cette fois, en tout point de la multiplicité i,--". 
1) autre part, nous pouvons admettre, moyennant une triple transforma- 
tion analogue à (48), que les données initiales £, r l( ;. ;>„, q m , r„ sur 
cette mulliplité soient nulles, ainsi que les valeurs qu'on en déduit p-wr 
;><•*, '/..h, r, tn . Ces valeurs nulles devront donc vérifier les conditions i53), 

(57* et aussi la condition (32 1, soit ici *— = : autrement dit, chaque 

terme de F ou de «r devra contenir en facteur une des quantités 

M. T .. ï , p*,*i>.r, (1 ~ I, 2, ..., h) 

58) ] /t— 1.2 n ) \ 

(^^ rt (i -1,2 ».,|(^^)f 

(59) J ''" 



r: 



LA THÉORIE GÉNÉRALE DBS CARACTÉRISTIQUES 31 1 

chaque terme de T, une des quantités (58) ou : 
(60) ocln> oc n r nnt rln. 

Il résulte aisément de là que si l'on prend comme données initiales : 

1° sur x n = : S, tj, Ç, p nt q n nuls; 

2° sur #„_ , = : Ç égal à l'expression (49) (n° 319), 

les quantités r ny p nn , q nn , r n n seront identiquement nulles avecr„, quels 
que soient c 3 , © A , .... On le prouvera, comme précédemment, en suivant 
l'ordre même du calcul par lequel nous avons obtenu les dérivées succes- 
sives. 

324 ui "« — 11 est clair qu'on peut tirer de là des conséquences toutes 
semblables à celles qui ont fait l'objet du n° 31 9 b ". Si nous nous plaçons, 
pour simplifier, dans le cas où les équations sont linéaires par rapport aux 
dérivées secondes, nous pouvous dire que lorsqu'une distribution de valeurs 
de r n sur la multiplicité r* = {combinée avec une série donnée de va* 
leurs de ?, i), ï, p«, q n ) rend cette multiplilé caractéristique, et satisfait 
à V équation (30) (n° 292) [condition d'existence des dérivées secondes) 
celte distribution sera précisément celle qu'on obtiendra en résolvant le 
problème du n° 323, si la coïncidence a lieu sur V intersection des deux 
multiplicités x n = 0, x n _ , = 0. 

325. — Comme le théorème du n°* 310-318, celui que nous venons 
de démontrer aux n°* 32 1-323 est susceptible d'une interprétation hydro- 
dynamique simple. 

Nous avons vu plus haut comment, étant don m'** le mouvement initial 
d'un gaz et le mouvement de la paroi, on pouvait obtenir l'accélération 
initiale des points voisins de cette paroi. Le nouveau mouvement ainsi 
créé se propage, d'ailleurs, par une onde dont l'équation aux dérivées par- 
tielles (23) (ou, ce qui revient au même, l'équation (4) du n* 240;, 
permet de trouver la position à chaque instant, une fois supposé connu le 
mouvement du fluide au delà de cette onde (lequel fournit la valeur de ' f/ . 

Supposons ce dernier mouvement analytique ainsi que le mouvement 
donné de la paroi. 11 en sera alors de même pour le mouvement de la 
surface d'onde S. Le mouvement qui prendra naissance entre cette «urface 
et la paroi devra être tel : 

1* qu'il y ait constamment contact entre le fluide et la paroi, c'est-à-dire 
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(équation de la surface dans l'état initial) on ait 

♦(«•y, -•0 = 0- 

2* qu'il y ait raccordement, le long de l'onde, entre le nouveau mouve- 
ment et le mouvement primitif. 

Prenons un nouveau système de variables indépendantes tel que jr i et x t 
t'annulent, Tune, pour ^ (a, &, c) = 0, l'autre, le long de Tonde. 

Opérons, d'autre part, un changement d'inconnues tel que la dernière 
d'entre elles soit remplacée par la fonction ty(x, y, z, f). Donnons-nom 
alors : 

Pour 3* s = 0, la condition que cette inconnue soit nulle ; 

Pour .r 4 = 0, la condition que toutes les inconnues aient les même* 
valeurs que dans le mouvement primitif ainsi que les dérivées premières de 
deux d'entre elles, celles qui ne se réduisent pas à avec .r 3 . S'il en est 
ainsi, la coïncidence s'établira d'elle même pour les dérivées de la troisième 
inconnue d'après un raisonnement tout semblable à celui qui a été fait plus 
haut (n° «120), de sorte que la discontinuité sera bien du second ordre, U 
seule condition pour cela étant que cette coïncidence existe aux points qui 
satisfont à la fois à .r, = et à x l — 0, c'est-à-dire que la vitesse nor- 
male de la paroi soit initialement égale à celle des molécules voisines du 
fluide. (Il suffira d'appliquer la proposition énoncée au n° 212 l u * . 

Le problême ainsi posé rentre dans la catégorie traitée au a* mil. Il 
reste seulement k s'assurer : 

!• que l'intersection des deux multiplicités (r, r= 0, x 4 = 0) n'es>t pas 
tangente à une bicaractérislique. — Ceci est évident, puisque cette inter- 
section corrosjK>nd à / : — const., alors que t varie sur les rayons définis 
par les équations du n° *HHl. 

2° que, si A, H, C, A , H', C ont la signification indiquée au n° «121, on 
a l'inégalité 54). Ceci revient à dire qu'on ne |>eut |nis former, avec le* 
équations du problème, une combinaison faisant connaître la dérirre 
seconde de $ par rapport a x t : ou, ce qui revient au même, Pex pression 

tu* 'A- ty 'A % >>z or 

Mais, dans le cas contraire, la discontinuité compatible avec ces équa- 
tions serait fortement tan^entielle et nous savons qu'il n'en est pas ainsi. 

\â* problème d'anal v>c auquel nous avons été conduits est donc bien 
celui qui a été résolu tout à l'heure. La dilution ainsi obtenue satisfera 
d'ailleurs initialement au principe d'impénétrabilité (c'est-à-dire que <i, b t c 
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pourront être exprimés en fonction de a?, y, z, t) lorsque la vitesse normale 
de la paroi sera inférieure à la vitesse du son. 

ft26. — Par contre, le problème de la rencontre des ondes, traité au 
n° IVZO dans l'hypothèse d'un potentiel de vitesse, n'est pas, en général, 
immédiatement résolu par des considérations semblables aux précédentes. 

Soient, en effet, deux mouvements 1 et 2 (fig. 21) donnés, et soit à 
chercher un mouvement 4 se propageant dans les deux premiers suivant 
les ondes § ' et S/ [fig. 21) qui se coupent suivant la multiplicité A. 

Nous pourrons, en vertu de ce qui précède, après avoir effectué un chan- 
gement d'inconnues convenable ayant pour effet de substituer hx, y, z de 
nouvelles inconnues £, t^, Ç, déterminer celles-ci par les équatio» s internes 
du mouvement et par les conditions suivantes : 

1° sur S/, X devront prendre les mêmes valeurs que dans le mouvement 1 ; 

2° sur la même multiplicité, les dérivées premières de $ et de ^ auront 
également les valeurs qui résultent du mouvement 1 ; 

3° sur 8 w , Ç prendra les mêmes valeurs que dans le mouvement 2. 

De ces conditions résultera, comme précédemment, la continuité des 
dérivées de Ç au passage de § ". 

Mais il resterait à établir la continuité de £, ^ el de toutes les dérivées 
premières au passage de § W » et celte continuité ne résulte nullement de 3°. 
Elle entraîne, en effet, cinq conditions à vérifier en chaque point de $ W et 
l'unique équation différentielle dont nous connaissions l'existence sur cette 
multiplicité (l'équation 30) entratne simplement cette conséquence que ces 
cinq conditions se réduisent à quatre. 

Si Ton développe par la formule de Taylor, suivant les puissances crois* 
santés de t — t (en désignant par t la valeur de t qui correspond au point 
considéré de A) les premiers membres de ces quatre conditions et que l'on 
égale à les coefficients successifs, on aura une série de conditions de com- 
patibilité de tous les ordres qui devront être vérifiées en chaque point de 
rencontre des deux ondes : faute de quoi les nouvelles discontinuités 
seraient nécessairement en nombre supérieur à deux. Si, par exemple, il 
s'agit du problème de l'Hydrodynamique, aux deux ondes § 9 et $ m se 
joindrait une discontinuité station n aire ayant lieu suivant la surface de 
rencontre, c'est-à-dire suivant la projection de A sur un plan t = const. 

Seulement on doit tenir compte de ce fait que dans les conditions où 
nous nous sommes placés au n° 31*2, les discontinuités qui existent entra 
les mouvements 1 et 2 ne sont pas quelconques. On suppose en effet, 
qu'avant la production du phénomène qui nous occupe, il n'existait que 



314 CHAPITRE VII 

deux ondes S ê et $', et, entre elles, un mouvement unique, le mouvement 3. 
Ceci revient h dire que l'on a des conditions de compatibilité analogues à 
celles qu'il s'agit de vérifier, mais relatives aux multiplicités $ 9 et S 9 . Il 
resterait à chercher si l'on peut en déduire les mêmes conditions pour 
S/ et $,". C'est d'ailleurs ce qu'on constate en général sans difficulté pour 
les conditions du second ordre. 

C'est d'autre part, ce qui a lieu certainement pour les dérivées d'us 
ordre quelconque) par rapport à / seul, en vertu du théorème auquel nous 
avons fait l'allusion au n° 210 et sur lequel nous revenons dans la note ni 
à la fin de l'ouvrage. 

327.— Nous venons de considérer le cas d'une caractéristique annu- 
lant le déterminant II sans annuler ses mineurs. Les résultats analogue* 
relatifs à l'hypothèse contraire (celle du n c 299) apparaissent d'euv 
mêmes. H est clair que, moyennant un changement d'inconnues, on pourri 
considérer les équations données comme résolues par rapport à/>„„. ç*« _ i 
r H * - i, les expressions ainsi obtenues pour ces quantités étant telles que 
leurs dérivées par rapport à q n , l9 r liH soient nulles à l'origine. 

Dans ces conditions, on |»ourra se donner 1rs valeurs des trois inconnu** 
et de r M pour x H = et celles des deux premières inconnues pour .r „ . , — 0. 
La solution du problème ainsi posé s'étudiera par des procédés tout sem- 
blables à ceux du n° S12S1. 

Il est a observer que ce résultat est indépendant de l'hypothèse faite tu 
n« 299 sur les caractéristiques voisines de celles que l'on considère ('). 
Kl le supposp, toutefois, bien entendu, des conditions d'inégalité analogue 
h celles du n 9 2122, mais qui n'auront plus la même signification géomé- 
trique, les bicaractéristiques pouvant n'être plus définies. 



§ 3. — CAS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 



•128* — Parmi les systèmes d'équations appartenant a la catégorie q<* 
nous venons de considérer, il y a lieu d'envisager en particulier le et* de* 
équations linéaires. C'est à elles qu'on est ramené toutes les fois qu'au l* u 



'i LVvanouiuement Mmultan«*t* <1«** rumeur» «i«* H p. ut ru.'-rae n'avoir li#u •!«'*• 
un aeul poial de celle-ci, l'origine d«t coordonne et. 
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d'étudier les mouvements les plus généraux des corps, on se borne aux 
mouvements infiniment petits. 

C'est, par exemple ainsi qu'on est amené à la plus simple (après l'équation 
de La pi ace) et la plus importante de ces équations, savoir : 

où a est un nombre donné lequel représentera, en vertu des formules éta- 
blies dans ce qui précède la vitesse de propagation d'une onde dans un 

mouvement régi par cette équation. C'est à celle-ci ( avec a 2 =(-f-\ j 

que se réduit l'équation (23') du n° 300 (équation du mouvement d'un gaz 
lorsque ce mouvement dépend d'un potentiel des vitesses), si l'on suppose 
le mouvement infiniment peu différent du repos, c'est-à-dire les dérivées 
de 4» infiniment petites, de manière qu'on puisse négliger les termes du 
second ordre en ces quantités. 

330. — D'une manière générale, on aperçoit immédiatement une sim- 
plification notable apportée dans la détermination des caractéristiques par 
F hypothèse que l'équation est linéaire. 

Les coefficients a* sont alors, en effet, des fonctions des seules variables 
indépendantes x v œ t , ... x n et ne contiennent plus, contrairement à ce qui 
arrive dans le cas général, ni la fonction inconnue, ni ses dérivées premières. 
11 en résulte (n° 383) que les caractéristiques peuvent être définies, abstrac- 
tion faite de toute solution déterminée de l'équation. En particulier, a 
chaque point (x lf x it ... x n ) correspond un conoïde caractéristique parfaite- 
ment déterminé dès que l'on a écrit l'équation. 

11 est clair que, chaque fois qu'on résoudra relativement à celle-ci un 
des problèmes aux limites qui se posent en mécanique, la formule de réso- 
lution devra faire intervenir le conoïde caractéristique lorsque celui-ci sera 
réel. Nous avons vu, en effet, (n° 300) qu'il suffit de s'être donné les élé- 
ments qui déterminent cette solution à l'intérieur du conoïde caractéristique 
ayant pour sommet un point déterminé (fig. 20) pour la connaître en 0. 

330* — Lorsque le milieu considéré est illimité et qu'on donne dans 
tout l'espace, les positions et les vitesses des molécules à un instant déter- 
miné l , la détermination du mouvement ultérieur conduit au problème de 
Cauchy dont nous nous sommes occupés dans ce qui précède. La résolution 
de ce problème a pu être effectuée dans un assez grand nombre de cas. 
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Notre intention n'est pas d'exposer eu détail ces solutions (') : nous nom 
contenterons d'indiquer le principe commun sur lequel elles reposent, H 
qui n'est autre que la généralisation de la méthode de Riemann, telle qt» 
nous Pavons rappelée au n° 171. 

Il est tout d'abord aisé d'écrire dans le cas général, la formule qui corm» 
pond à la relation (35) du n° 1T1 pour l'équation à deux variable» à 
caractéristiques réelles (ou à la formule analogue de la théorie du potentidj. 
Si 

(63} ;?(;) = V a lkPlii + V ai p t .+. i~ — 

est l'équation linéaire donnée, les a^ les a, et / étant les fonctions donnéft 
de or tl x t ..., x mi une série d'intégrations par parties évidentes permettra 
d'écrire 

(64) «*(--. - :${», = — + - M * + ... -H ^ , 
en posant 

(65) M, =~ u ^ a k p k — - ^ -'- («i4 m) 4- a, m;, 

*T *T tXr * 

,66) c} (m) = V _£. („, 4 ,/) - V A (a , M) + 7ti. 

i,A i 

L équation <J(w) = sera encore dite Y adjointe de la proposée. 

Il est, d'ailleurs clair que le résultat précédent n'est nullement particule* * x 
au cas d'une équation du second ordre et qu'on peut l'obtenir quelque ws£^* x 
l'ordre de l'équation proposée. 

Il s'étend d'ailleurs tout aussi aisément à un système d'un nombre qiw*^^" 
conque p d'équations à un nombre é^al d'inconnues, en introduisant, da ^* 
le système adjoint, p nouvelles fonctions ti |t i/ 2 , ... m, par lesquelles «** i, * n 






.«) Voir surtout Poisson, Mémoire sur l'intégration de quelques équation m a " 

différences partielles et particulièrement de l'équation générale du mouvement — — ™" 
fluides élastique* du k l'Ac. «les Se. le 11» juillet 181!*) ; KmcHBor». mécaniqa*. r ' 

l*con, p. 314 : Xur Théorie der LichtMtrahlen, Sit/unpftbcrichte der K. Ak. ** f 

Wim. ; IX**. p. 041 et lui», (trtil. par Ih'mtii. Ann. Ec. Nonn. aup4ri«ur«. !8*V- f' 
Optik ; Volthua, Ait. I.incei, \*\>2 et Acta Math ; Tkd<*k. Ali. Lincei, 1«~*'. 
Lit Kot s. Ann. Ec. N>rm . 3- %.rie, t. XII et jonrn. de Mitliem. UW-I!M> ; d\\r-*' 
u%n, Bull. Soc. Math. Kr. U«>! et C. K Ac Sr. !«>»*; Ci mx, Soc. 8c. Phy». «t Sa*v 4* 
Hordauv ;xmji»m ft thè«e ami- l'intégration d<* <quatt>nts aux dt-rirées partie *t-t 
pat- .a méthode «fc» caracCc-rudiyucj, l'an», lit» r manu ^tl*02j. 
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multipliera respectivement les premiers membres des équations données. 
Nous nous bornerons toutefois au cas d'une seule équation du second 
ordre. Nous nous placerons même souvent pour la commodité du langage, 
dans le cas d'une équation à trois variables indépendantes, mais les raison- 
nements seront sauf indication contraire applicabtos, quel que soit le 
nombre de ces variables. 

331. — Pour résoudre le problème de Cauchy relatif à notre équation, 
l'inconnue et ses dérivées étant données sur une certaine multiplicité, nous 
devrons supposer, conformément à ce qui précède, que cette multiplicité 
n'est pas tangente à une caractéristique. 

En général ('), lorsque le problème de Cauchy se pose en physique 
mathématique, une condition plus précise est vérifiée, celle même que nous 
avons déjà rencontrée au n° «105. Nous plaçant toujours dans le cas de 
trois variables le plan tangent à la multiplicité en question est extérieur 
au cône caractéristique : un plan parallèle à celui-là coupe toujours ce cône 
suivant une courbe fermée. 

Un fait tout analogue a lieu pour les équations à plus de trois variables 
indépendantes. Par exemple dans la plus importante de celles-ci l'équa- 
tion à quatre variables (62), la forme quadratique qui, égalée à 0, fournit 
l'équation du cône caractéristique est une somme de carrés, tous de même 
signe, à l'exception d'un seul, lequel porte sur le paramètre ir A correspon- 
dant à la variable t. Or, le problème de Cauchy te pote précisément alors 
relativement à la multiplicité 1 = : celle-ci est coupée par le cône carac- 
téristique ou, plus généralement, par le conoïde caractéristique, ayant 
pour sommet un point extérieur quelconque suivant une multiplicité 
fermée (savoir, en l'espèce, suivant une sphère). 

Les données relatives aux points intérieurs à cette multiplicité fermée 
sont, nous le savons, les seules qui interviennent dans la détermination de 
la valeur de l'intégrale au sommet du conoïde. 

332. — Considérons donc (dans le cas de trois variables) une surface 8 
située comme nous venons de l'expliquer par rapport aux conoïde» carac- 
téristiques et le long de laquelle nous nous donnerons les valeurs de Tin- 
connue et de ses dérivées premières. 

Soit S, une autre surface délimitant avec la première une portion 'C de 



(«) Comparer plus loin, n* 346- 
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l'espace. Si, dans celle-ci, la fonction u, solution de l'équation adjointe, nt 
régulière, nous pourrons, en multipliant par l'élément de volume et iite- 
grant dans f>, écrire, d'après le théorème de Green (') 



(67) 



III 



u$(z)dx t dw t dx i 



■//■ 



= / I M, dx t rfx, -t- M, dx t dx % -t- M,rfj*, rfj, 
-H Tm 5i* aif ») -t- M D (jr » *«) . u D *•..', »1 ,r, ,r, 



(où l'intégrale double est étendue successivement à S et h S, et où /,, >, 
désignent des coordonnées curvilignes prises sur ces surfaces) ; ou, si l'un 
veut, 

(68) I I I uf (*) d *i dx * dx * = I / 2£ M ' cos (*• *•) * 

où tfS désigne successivement l'élément superficiel de S et celui de S. tt 
N, la normale correspondante dirigée extérieurement à fi. Rien d'essenuVl 
ne sera changé à ce qui précède si le nombre n des variables indépendant* 
est supérieur à trois. La seule difficulté qui se présentera sera l'intrudiK- 
lion de la géométrie à n dimensions. Au lieu des surfaces S et S & on aura à 
considérer des multiplicités n — 1 fois étendues ou hypertur faces : I* 
formule 67 *> deviendra 






i V(; <lx, </./-, <Jjr m 

(67) 

f il ii m.^ \ 



(où le premier membre est une intégrale m»' ; ' et le second une intégrait 



< l ) Voir Vu \*i>. Traité il' Anal t/sr, %' éilition, t. I, l'« partie chtp i\ n* 1^ »t i- 
•t ch«|t. >, n # M. 
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n — l u ^ /r ). Dans cette formule les quantités ir< sont, au signe près, les 
déterminants fonctionnels de n — 1 quelconques des x { par rapport aux 
n — 1 coordonnés curvilignes X,, \, ... X„_j choisies sur la multiplicité S 
(ou S^ : autrement dit, si par chaque point de celle-ci on mène une ligne 
dont s désigne Parc, les quantités ^ sont définies par la condition que Ton 
ait, quelle que soit cette ligne 

(69) «, g» + «, S -g* + ... + *» % = ± ..^r *r ■ •• «0 

Ces quantités peuvent être considérées comme celles que nous avons dési- 
gnées sous ce nom au n* 38T. Elles sont proportionnelles aux cosinus 
directeurs de la normale à dS, ou aux dérivées partielles du premier 
membre n(a?,, ... x 2 , œ n ) de l'équation de la multiplicité. 

Si la normale N est dirigée intérieurement au domaine C, ou si la fonc- 
tion n est positive à l'extérieur de ce domaine et négative à l'intérieur, le 
signe à prendre dans l'équation (67) ou dans l'équation (69) est tel que les 
Ki soient égaux aux cosinus directeurs ou aux dérivées partielles dont il 
vient d'être question, à un même facteur positif près. 

Nous désignerons encore par A l'expression 

(1S) A = 2 *«**»** 

de sorte que les caractéristiques sont définies par l'équation A = 0. On aura 

(70) S 8 "** = î s; 

et, par conséquent, 



(71) 






(72) L = 2*"-Z*S- 

Introduisons maintenant, avec M. d'Adhémar (')• •* direction qui a ses 



(t) C. R. Ao. Se, 11 février 1901. 



320 CHAPITRE Y1I 

cosinus directeurs proportionnels aux quantités '■— , et qui sera dite U 

conormale k dS : autre me ni dit, la direction définie par les proportion* 

dx , __ dx i __ dx n ___ 1^ , 

(78) 1 *A ~ I *À 1 *k ~ h ' 

2 ta, 2 iMr, 2 cn m 

8 étant un paramètre et h une quantité arbitraire dont nous pourrons, ptr 
exemple, disposer de manière que le plus grand des rapports -S • -jf'" ' £ 

— et, par conséquent le plus grand des rapports ^- l , ... ^- — ail* 
valeur absolue comprise entre deux limites positives, finies et différente» 
de xéro (par exemple, en prenant pour -j--, •••♦ j-" I e * cosinus directeur* 

de la direction précédente). 

D'après sa définition même, la conormale est (') le diamètre conjugué du 
plan tangent à dS par rapport au cône caractéristique (représenté p*r 
l'équation tangentielle A = 0). 

Elle est tangente à l'élément dS lorsque celui-ci est caractéristique *t 
dans ce cas seulement (comme on le voit en multipliant les termes» àt+ 
fractions (73) respectivement par r lt r it ... r„ et ajoutant) : elle n>*l 
alors autre que la direction bi caractéristique tangente à cet élément. 

Moyennant la dénomination précédente et la formule 71), l'équjlw» 
(67 s'écrit 



, d.r t ...d.r H 



I ff ■ f [*("S— S)h-U.]*.* 



•l«l«l. — Si nous voulons déterminer la fonction u et la multiplicité S. 
de manière que les valeurs de u et de ses dérivées sur S t s'éliminent du 



(!) Du moins «>n supposant «juo U forme quadratique A a ton diirrimioant M" 
rciit de z<tu dans U» domaine cuu»iil»r< et, en tout ca«. «ur toute caractériel ;<" 
•impie. 

{ : ) Vutr Coulon, tlieae, p. £>, 
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résultat, il faudra tout d'abord, si u et ses dérivées ne sont pas nulles sur 
cette même multiplicité ('), que celle-ci soit caractéristique. Sans cela, en 
effet, la formule précédente contiendrait, d'une part les valeurs de z, et 
d'autre part celles de sa dérivée conormale, lesquelles seraient entièrement 
indépendantes les unes des autres, puisque la conormale serait extérieure 
à la surface. 

Supposons donc que S t soit caractéristique, et, prenant d'abord le cas 
de n = 3, rapportons S t à des coordonnées curvilignes dont l'une X soit 
constante sur les hicaractérisliques, tandis que L'autre «définira la position 

d'un point variable sur chacune de ces courbes, les dérivées -r-' étant toutes 

Finies et non toutes infiniment petites, d'après la convention faite sur h 
au n° précédent. Alors dans le second membre de (74), la portion relative 
à S n savoir. 

(76) II [" (" * ~ * ^ + L "^ * ds 

pourra se transformer par intégration par parties en une intégrale simple 

(76) / huzdX 

prise le long du contour F de S,, jointe à la suivante 

tn> ■//.[«£ + . (g -l)]**. 



(*) D'autre part, u (s'il n'est pas identiquement nul) ne peut s'annuler en même 
temps que ses dérivées premières sur S,, sans que celle-ci soit caractéristique. La 
solution du problème de Caucliy est, en effet, unique pour une multiplicité non 
caractéristique : c'est ce que nous avons établi précédemment en supposant l'inconnue 
analytique et holomorphe. Pour u continu et dérivable jusqu'à un certain ordre, 
mais non analytique, le même (ait résulterait de l'extension (au cas de n variables 
indépendantes) d'une démonstration de M. Holmgren (Voir la note I à la fin de 
l'ouvrage). 

Resterait enfin le cas où Si serait pour u une multiplicité singulière. Mais ainsi 
que nous le verrons plus loin (n° 34t), ce cas ne peut pas non plus se présenter 
(du moins pour les types usuels de singularité) si S, n'est pas caractéristique. 

Hadamard 21 
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Nous choisirons la fonction u de manière à ce qu'elle vérifie, sur chaqv 
hicaractérislique, l'équation différentielle 

«»> 2 » £*»(.? -■-)=»• 

laquelle détermine u par une quadrature sauf un facteur constant <|Q« 
peut choisir arbitrairement pour chaque valeur de ).. 

Tout ceci subsiste évidemment pour n quelconque. Il y aura seiilem**l 
h — 2 coordonnées à ,1a coordonnée .* restant unique et le contour I* d*> 
ne sera plus une courbe, mais une multiplicité n ■-- 2 fuis étendue. L'ia- 
légralc relative à S t se réduira à une intégrale n — 2*/»''* 



(76) Il *"*'*' 



rfX, ... <&„_, 



prise suivant rejointe à une intégrale analogue à (77), laquelle dispanltn 
du moment que nous déterminerons u par l'équation différentielle (78). 

ÎIÎI t. — Nous avons laissé jusqu'ici la caractéristique S, quelionqof- 
Supposons maintenant qu'on ait pris pour S, le conoïde caractéristique 
avant pour sommet un point déterminé O. 

Dans ce cas. il résulte de l'équation (78) que u devra être infini tn". 
Kn effet, supposons, pour fixer les idées, que le paramétre * soit rhow. 
*ur chaque hicaracléristique, de manière à s'annuler en ce point. A!w> 
»,, t. ..., *' tl devant être égaux aux coordonnées de O pour s — n\ q»*»* 

que soient les paramètres >.,, > : > fl _ i% leurs dérivées par rap|»».rt a <t+ 

paramètre* sont nulles aver s. par conséquent, de Tordre de s. LesdéUrnu 
liante foni (iiitincU t. de n — 1 quelconque* des «ourdou nées x par rapf** 1 
aux n - 2 paraiiièlii's / et à .< sont doue de l'ordre de s n ~ - et il en «■•h!* 
même de \. aillai que de h m «'omtnr nous en avons convenu plu* h*u 
imus prenons ««'lie quantité de l'ordre du plus grand des ??,. 

Par exemple, pour n '\. il est clair que, les points d'un cône tU ■! 
p'ptesentés par h'iir disl.uii-e ,m commet et un paramètre qui délinit U - % 
lierai rice, l'élément superln iel du » Viiie contiendra en facteur la prfnii« , i*' 
de tes deux quantités. 

h étant de l'ordre du plus «-rand dis s, le rapport ' est fini en U. L* 
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jre à laquelle conduit l'équation différentielle (78), soit 



•* 



n — 2 



u = e 



lors un résultat infini de l'ordre s' 

ces conditions, pour appliquer la formule fondamentale, notts 
ierons de notre volume d'intégration la partie qui avoi sine immé- 
nt le point 0. En nous 
encore dans le cas de 
une petite portion du 

C sera ainsi enle- 
lion limitée par une 
Y (fig. 22) : on peut 
:er les idées, admettre 
est l'intersection du 

C par une sphère S 
•e et de rayon très 

Lira alors deux fron- 

son intersection r 
ît la multiplicité y. 

long de ces deux frontières que devra être prise l'intégrale 
)le (76) à laquelle se réduit (74) moyennant l'équation diffère n- 
'S). 

og de r cette intégrale, est connue, puisqu'on connaît x et ses dé- 
dernières. 

irait donc l'expression de z par la généralisation naturelle de la 
3 de Riemann si, la fonction u étant régulière dans tout le volume 
ation à l'exception du voisinage de 0,et le rayon de S tendant vers 
ntégrale (67) étendue à 2, augmentée de l'intégrale (76') étendue 
éduisait hz„ 




F.g. 22 



, — Mais les choses ne se passent point ainsi. Considérons, par 
i, l'équation (62). C'est, dans la catégorie d'équations que nous 
eons en ce moment, la première pour laquelle le problème de 
ait été résolu, grâce aux travaux de Poisson et de Kirchhoff. Les 
» indépendantes sont alors au»' »4e quatre, dont les trois pre- 
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mières,qui représentent des coordonnées cartésiennes dans l'espace ordintirr, 
seront nommées x,, r if x nt tandis que la quatrième continuera à étff 
désignée par /. Nous supposerons que S a pour équation t = 0, de *>rt 
qu on devra se donner, pour t = 0, les conditions 

z = f 

où / et /*, sont des fonctions connues de x n x v x % . 

La métbode employée pour exprimer, en fonction de ces données, U 
valeur de z pour x = ;r° r x % = »r° if x s = x* lt t = / , consiste à permis 

u = - F (r -+- al) 

F étant une fonction quelconque et r désignant la dislance r comptée «lin* 
l'espace ordinaire) du point (.r,, x t , x 3 ) au point (x° Jt x* v .*••,.■ 



Cette quantité satisfait bien à l'équation adjointe, identique ici à 11 pro- 
posée elle-même. File vérifie également, quelle que soit la fonction F, I* 
condition |78) : elle est en ciïet, sur le cùne caractéristique, proportion- 
nelle à - et c'est précisément une telle proportionnalité qu'indique IYquati<« 

différentielle (78). 

Seulement, cette fonction n'est pas uniquement singulière (comme U 
voudrait la théorie précédente) en un seul point de l'espace à quatredim*»- 
sions. Klle est, en effet, infinie pour .r, ~ x°i, .r J = x* 1% x. - u*., qw* 
que soit t et non pas uniquement pour la valeur f„ donnée qui corre*!"*! 
au sommet () du cône caractéristique. Nous devrons donc retrancher »k 
notre volume d'intégration, non pas exclusivement le voisinage imm^Ii*'* 
du sommet du cône, mais, par exemple, l'ensemble t des points (x t ,.* # . 
satisfaisant û l'inégalité 

'•'•, - '\r -+- (>, - ,:« -*- ■•-, - *\y < ''• 

Conformément à la convention du n" IOO'"* 9 cette région est repré*entt* 
sur la ligure 2.1, par l'intérieur d'un cylindre ? (auquel elle se réduirait «• 
l'on n'avait à considérer que le'* coordonnée* x,, x, et /, la %-ariab!** 
étant supprimer). 

La frontière i de la région - interceptera, sur notre cùne, la multiplicité • 
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(qui ne sera autre que la surrace d'une sphère de rayon e, avec t = / — E ) 
et sur S une multiplicité / (sphère de rayon s avec t ~ 0). 
Le polynôme J(c) ayant ici l'expression 

*<*> = **-?£• 

et le conoïde caracléristique élant 

(.r, — x\Y -h (.r a — x\Y 4- (x 3 — x\)* — a 2 (/ — t f --- 
les bicaracléristiques correspondantes ne sont autres que les génératrices. 




Nous obtiendrons donc sur C, le système de coordonnées curviligne* 
exigé par les raisonnements précédents en employant (dan» l'espace ordi- 
naire) les coordonnées polaires d'origine 0, cY*f-â-dire en posant 



x x =/, +r sin À, eos/,, 



/,* z -+- r sin > , sin >. 2 , jr^ = «•, -+- r co» > ,« 



Nous pourrons alors prendre « — >-, et Ton trouvera aislrrK'fit 

. r- sin >. 



Dans ces conditions, u étant donné par la formula <70 ; , I inU%r*Ui 
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triple relative à S, se réduira, en verlu des calculs précédents, à l'inléfTàW 
double 



(80) f f"? "" >• rf> ' *> = //"? 



dit 



(dU —- sîn X, dX, <A t étant un élément de sphère de rayon 1) étendue suc- 
cessivement aux multiplicités r et 7. 

L'intégrale relative à S prend une forme particulièrement simple lorsqut 
(comme nous le supposons) cette multiplicité a pour équation / — 0. Si 
nous désignons par o (r) et ©, (r) les valeurs moyennes pour t —- 0, sur un* 
sphère de centre (x° |f x° lf a?%) et de rayon r t des fonctions /"et f t tut- 

quelles se réduisent z et pour t =-- 0, soit 






-HrsinXjCosX^o^j-i- rsin >., sin X it j% -r ra*>, 

sin X, «&! </) Jt 

?i ( r ) —£^1 /A ( ar °i "+" r 8m *i ca8 *j» r % "*" r sm ; 1 s,n 'i» ■ r *: "** rc0$ ' t 

si 11 X, «#, tO r 



celte intégrale devient 

rfF(r) ?1 (r)-«F'(r)ç,)l,/r 
ou, moyennant une intégration par partie évidente 

'- f f A- "—~ ] "••"■" 



LA THÉORIE GÉNÉRALE DES CARACTERISTIQUES 327 

pression dont le premier terme — irJ F(at ) ç(a/ ) vient précisément 
Iruire l'intégrale (80) relative à i\ 

Si maintenant e tend vers zéro, le second terme de l'expression prése- 
nte devient aussi infiniment petit et il en est de mémo de l'intégrale (80) 
lalive à y, puisque r 2 u tend vers zéro avec r. 
Considérons enûn L'intégrale relative à <j. Cette intégrale est 



f/M-^" 



(hldt 



l'intégration double est étendue à la surface d'une sphère de rayon i 
do étant l'élément d'aire de cette sphère) ; elle n'aura pas pour limite 

e quantité proportionnelle à z , mais bien ( — ayant pour partie prin- 
>ale g F(tfO) l'intégrale simple 

— kr, I z¥[at)dt 

se de à f , pour x t = x* l9 x % = x° it x z = #%. 
Il vient donc finalement 

-j? ['•?.(>• -r a -} y <V r (r),] dv - zF <at),lt « 0. 

^ u «-/o 

Mais ici le résultat se simplifie notablement grâce a ce fait que la foœ- 
n F, qui intervient dans les formule» qui précèdent, eut arbitraire. Ko 
>t, en changeant r en ai dans la première intégrale, on peut écrire 







/ F al I / ?; /y/, - T - ^ '/ir«ij ; - z ! dt - 0. 



)r, ainsi qu'il résulte d'un r*i*>\\noMH'M\ <;la**ique Au *a\*m\ A** v*ri*' 
ns, une égalité de la farine 81; a* pfuf j*** avoir Ji*u t\H*\Ut q*J* +'M 
Fonction F, si Ton n'a j.** \*ah f//ijte raf<*«jr d'' f 
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En particulier, ceci a lieu pour / == / ol et l'on a 
(82) z = *(al ) -h t [ ?l (al,) + flf'(«0]' 

On voit qu'ici la valeur de z est exprimée, non pas en fonction de toutes 
celle* que prennent zet K —- sur S dans tout l'intérieur du conoîde caracté- 
ristique, mais seulement des valeurs prises par ces quantités sur ce conoîde; 
Cette circonstance est due à la forme particulière de l'équation (62 et w 
se présente pas pour une équation du second ordre prise au hasard ('). 

330* — On remarquera que, de la forme même de la solution qui vient 
d'être obtenue, il résulte que la méthode ne pouvait pas réussir sous la 
forme primitive indiquée au n° 33 1. Elle aurait, en effet, conduit « 
exprimer la solution sous forme d'une intégrale analogue au second membre 

de (74), c'est-à-dire portant sur les valeurs de z et de —• dans toute U 

partie S de S intérieure au conoîde caractéristique. 

On pourrait bien, il est vrai, transformer l'intégrale (82) en une autre 
qui soit prise dans toute la région S , mais il faudrait pour cela que l'élé- 
ment d'intégration contienne les dérivées de z et de *—• par rapport aux 

coordonnées prises sur S (autrement dit. par rapport à jr %% x it .r, . 

En un mot, le second membre de la formule (82) est irréductible à cr lui 
de (74). 

Il ne peut donc exister de solution de l'équation (62, vérifiant les diverse 
conditions que nous avions postulées au n° 33 1. 

337. — Ces divers résultats ont été généralisés à des catégories a<*t 
étendues d équations dans les travaux cités plus haut. Nous nous contesta 
rons d'indiquer le cas le plus simple, celui de l'équation 

(83 *ï»; + Sr\ a* s» - ° 

qui n'est autre que l'analogue de (62 pour te ras de deux dimen*inn§«4 



x t I*a supposition i|ti'on ait pri* pour S la multipliât. / . M n'a £titl*nuii*iitri'* 
<t>iitenli.*l rt !<•• con->iti» ration* pi.'ohI.-iiU* tubsiatcrnicnt. a\ec des multaU on p*« 
rnoint Minpl»'*, pour S quelconque. 
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pour laquelle le problème de Cauchy (la multiplicité S vérifiant toujours 
les conditions imposées au n° 331) a été résolu par M. Vollerra. La fonc- 
tion u, choisie par ce dernier, est alors celle qui se déduit de la quantité 



(84) log 



/ at_ 



sJaH* — x\ — x\ 



en changeant .r,, x i% t en x i — x° it x % — #%, t — / . 

Elle admet , on le voit, le conoïde caractéristique comme surface singu- 
lière. Mais il est aisé de voir que cette singularité ne compromet pas l'appli- 
cation de notre formule fondamentale : la seule partie que Ton doive 
retrancher du volume d'intégration est encore celle qui est comprise à 
l'intérieur d'un petit cylindre ayant pour axe la droite 

/y» — <*»0 /y» m />»0 

«A/j - JL> j, *~9 ~™ — w 9' 

La formule (74) fera alors connaître l'intégrale simple 



/ 



zdt 



prise suivant cette droite, de t = à t = l Q . 

H ne restera plus qu'à prendre la dérivée de cette quantité par rapport 
à t pour obtenir la valeur de s . 

La solution obtenue ne peut plus, comme celle de l'équation (62), se 
mettre sous la forme d'une intégrale étendue à la partie de S située sur la 
surface du cône caractéristique : les valeurs des données dans tout l'inté- 
rieur de ce cône y Ggurent nécessairement. 

Par contre, on peut faire sur cette solution des remarques toutes sem- 
blables du n° précédent et en déduire que la méthode ne pourrait pas 
réussir sous la forme indiquée au n° 334. 

338. — Qu'il s'agisse, d'ailleurs, du problème dont nous venons de 
parler ou de celui qui est relatif à l'équation (62), les considérations pré- 
tentées jusqu'ici subsistent dans le cas limite où S est caractéristique : par 
exemple, on pourrait prendre pour S un conoïde caractéristique, en se 
oon tentant toutefois de déterminer z a t intérieur de ce conoïde* 

Dans ce cas, comme la conormale à S serait tangente à 8, la connais* 
^ance des valeurs de z sur la multiplicité en question suffirait, puisqu'elle 
entraînerait celle de la dérivée conormale. 
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Ainsi, une intégrale de l'équation (62) ou de l'équation (83) est d»lfr- 
minée, à l'intérieur d'un conoïde caractéristique, quand on donne ^ 
valeurs sur ce conoïde. Kn particulier, clic ne peut s'annuler sur le cqwà-U 
(sauf le cas de singularité, tel que nous lavons, par exemple, ronoontrr 
pour l'expression (84), au n° précédent) sans M re identiquement nulle dam 
tout r intérieur. 

Ce résultat correspond évidemment à celui que nous avons trouvé m 
n» 17*(ch. iv). 

•l«IO« — Nous remarquerons également que la méthode «étend d'elle- 
même au cas où l'équation linéaire a un second membre, c'est-à-dire où 
l'on égale le premier membre de l'équation (68) non plus à z«to, m,ii« j 
une fonction donnée quelconque ;r de r,, .r ?l ... x H . Dans ces condition*, 
l'intégrale «"/'''qui figure au premier membre de l'équation -74) ne *erâ 
plus nulle, mais sa valeur sera connue. Pour l'équation (62), ceci conduirait 
à compléter la formule (82) par l'intégrale 



fff' 

t t. t/ 



dr l 'h\ dr i 



étendue au conoïde caractéristique. Dans le cas de l'équation (88) on au- 
rait à considérer, outre une intégrale double prise sur le conoïde <*ra< ■!■■- 
ristique, une intégrale triple étendue au volume intérieur à ce cône. 

•I 10. — Dans tous les cas. un calcul direct montrera que les expression* 
obtenues par les métbodes piécédeiiles vérifient bien tjutes les condition* 
demandées, pourvu que la inultipli«ité S satisfasse aux bypoth»*M?s du 

Le problème de ('aucliy est donc, dans ce cas, toujours |M>ssible, que I*» 
donnée*» soient ou imn analytiques. 

Il n'en est plus de même si le* bypntbeM's du n" lïlïl ne sont p.w vêrilîtv*. 
si l.i uiultiplieiir S « oupe le roue rararléristique issu d'un de se* point*. 
I.Vst, par exemple, ce «| ni m* présente dans la généralisation donnée p«f 
Kinbliofl '■ de la solution du n I\ll7> ou dans les recbenbes an.ili*£ii'* 
ib'\el<ippée* par M. Vol terni (') sur l'équation (83 1 



« f.yn i<ofj-...t>. u •• Acta Mata, t Wlil 
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Pour de telles formes de S, le problème de Cauchy cesse cTélve possible 
n général. C'est ainsi que, dans les solutions données par Kirchhoiï et 
1. Vol terra, apparaissent une infinité de conditions de possibilité. En réalité, 
[ans les problèmes qu'ils ont traités, on peut, comme on s'assure aisément, 
e donner les données de Cauchy — c'est-à-dire z et ses dérivées premières — 
ur une partie seulement de S, z seul étant (comme aux n° 180-181 du 
h. îv) donné sur l'autre partie. Les formes correspondantes de S sont 
'ailleurs telles que la démonstration de Gauchy-Kowalewski (relatif à 
'existence de la solution pour des données analytiques n'est plus applicable. 

Mais, même dans le cas où cette démonstration est possible — par exemple 
orsque, relativement à l'équation (62), on prend pour S la multiplicité 
r, =0 — on constate que la possibilité du problème cesse en général, avec 
'analy licite des données si la condition du n° 331 n'a pas lieu. 

34 1. — Nous bornerons là les indications sur la résolution du problème 
le Cauchy et nous allons étudier une autre question présentant un rapport 
troil avec celles qui ont fait l'objet des chapitres précédents. 

Nous avons constaté que les ondes par lesquelles se propagent les dis- 
continuités dans les milieux en mouvement ne sont autres que les carac- 
téristiques des équations différentielles qui déterminent ces mouvements. 
S T ous nous sommes placés, à cet effet, dans l'hypothèse formulée au n° 71 
t d'après laquelle les quantités considérées et leurs diverses dérivées 
levaient toutes tendre vers des limites parfaitement déterminées de chaque 
ôlé de la discontinuité. 

11 y a lieu de se demander si des conclusions analogues subsistent dans 
'hypothèse contraire, c'est-à-dire en admettant qu'il y a non seulement 
liscontinuîté entre deux mouvements compatibles, mais singularité de l'un 
le ces mouvements considéré en lui-même, quelques unes des inconnues 
>u de leurs dérivés devenant infinies. C'est ce qui arrive, par exemple, 
)our la solution (84) de l'équation (83). 

Les résultats auxquels nous parviendrons seront d'ailleurs importants en 
e qu'ils nous permettront de relier la théorie des ondes telle que nous 
'avons exposée dans les chapitres précédents, à celle que Ton rencontre 
ans diverses branches importantes de la Physique, particulièrement en 
moustique et en Optique. 

On sait qu'alors, au lieu de considérer, comme nous l'avons fait, la pro- 
agalion proprement dite du mouvement, c'est-à-dire la manière dont il 
ommence successivement aux différents points de l'espace, on suppose ce 
mouvement déjà commencé et arrivé à une sorte d'état permanent. Dans 



1 
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ces conditions, la définition de la surface d'onde, telle que nous l'aroo* 
envisagée dans ce qui précède, n'est plus applicable. Main, d'autre part. ^ 
mouvement étudié n'est pas quelconque : c'est une oscillation périodi^o* 
et la surface d'onde est alors le lieu des points de l'espace où la plia** d'os- 
cillation est la même. Comme précédemment, bien entendu, l'ensemble fa 
faces d'onde correspondant à une même pbase, lorsqu'on fait varier le 
temps, forme, dans l'espace K 4 , une multiplicité triplement étendue qui 
représente la marche de l'onde et permet d'en définir la vitesse do pr- lé- 
gation. 

Nous verrons un peu plus loin pourquoi on est ainsi conduit aux mèibr* 
ondes que dans la théorie d'Ilugouiot, — à savoir aux caractéristique* -- 
et nous verrons également s'introduire, comme possédant la propriété fon- 
damentale des rayon* tels qu'on les considère en Physique, les bicawtt- 
rislirjues définies dans le présent chapitre. 

llVi. — Admettons donc, avec M. Delassus, \ l ) qu'une équation linéaire 
du second ordre donnée 

(63; *( s) = V a tk p, k + V a, p t -*- Iz = 

i'i k i 

possède une solution de la forme 

(85) z =-. ZF M) 

où /, 11 sont des fonctions régulières, - j'entends par là des fonction* 
fini os, continues et dérivahles — mais où la fonction F admet une >inju- 
larilè pour II ~- 0. Substituant cette quantité, il vient aisément 

86 AZF(ll) -t ( V 7 ; * V + MZ \ F II) -+- ;»(Z). F(H ^ il 

les t., élant les dérivées des partielles de II et A étant toujours défini pir 
l'équation ( 1S# du ii' 2N7, |M»udunt que F', F' sont les dérivées prettii«iv 
et *eLoiide de la fonction F, et que l'on a 

M V ,i, " - t V a,- ,T il)-. /|| 

t. h i 



-.-t. <l- '!.• .\ » • • >••/! , .1 s-ri.'. t. Mil. p. :C7 tt sut. . t s 
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Nous n'allons point laisser la fonction F tout à fait quelconque : nous 
supposerons cette fonction telle que F soit infiniment grand par rapport à 
F, et F 7 par rapport à F', pour II voisin de 0. Cette condition est remplie 
par toutes les formes usuelles de fonctions d'uno variable singulières à 
l'origine telles que 

F(n) = IIP (p non entier positif), 
F(n) = logll, 
F(n) = n*> log u. 

Dans ces conditions, il est clair que le coefficient de F" (II), dans l'équu- 
tion (8G) doit s'annuler avec II. On a donc (pour II = 0) 

(87) A = 

et la multiplicité singulière II = doit *Hre une caractéristique ('). 

11 en serait encore de même si l'intégrale cherchée ne se composait pu* 
exclusivement de l'expression (85), mais comprenait en outre un terme 
régulier quelconque. 

343. — Inversement, étant donnée une multiplicité caractéristique 
Il =0, — telle, par conséquent, que le premier membre de l'équation 
s'annule avec îl et que Ton ait 

A = IU 

(où .1» est une nouvelle quantité régulière), — proponon* non» d« trouver 
à l'équation donnée une solution de la forme 

(88) z='l¥l\\) 4- z i9 

z t étant une fonction régulière. 

Nous prendrons pour fixer les idées 



F II) — lo? IL 



On aura alors F ^=_ l| . 



(i) OU* conclusion ** vn.it pu* *ii 'J-far;< «j / ^UM wuî h\*-k IL !>»«« *,*> «a» *-v 
effet. îl cxmwiendnut è* rvcjufsx^ti'^r \* Twmn*iiè**\K *u i*my\*> t *ui / y*r 



Z, = \ et F M ymi MF (ilj. 
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Par conséquent, en écrivant que les termes de Tordre de F' disparai**ol. 
on aura (pour 11 — 0) la condition 

(89) V ^ îl A 4- (M - X)'L rr, 0. 

i 

Cette condition peut être considérée comme une éq un lion aux dériva 
partielles linéaire du premier ordre à laquelle doit satisfaire la fonction/, 
il est clair .*) que les caractéristiques de cette équation seront situées i 
notre sur/ace singulière et ne seront autres tjue les bicaractéritti /u>» 
co rrespondan les. 

On voit, par conséquent, que la condition (89) est relative à la di*tril>u- 
lion des valeurs de Z lui-même (et non de ses dérivées) sur l'hypersurfa" 
II = : si Ton pose, comme précédemment, 

dx x __ _d.r^ _ d r H __ 

Z aura la valeur 

fiX - M) ds 
(90 Z = Z fl / 

où Z est un facteur indépendant de s, qu'on peut encore choisir arbitrai- 
rement en un point de chaque hicaractéristique. 

Z étant ainsi choisi et supposé d'ailleurs régulier), le premier mmil-n- 
de la condition (89) s annulera avec 11 : il sera, par conséquent, de la fur ni" 

nf, 

f étant une fonction régulière. 

(Juant aux termes logarithmiques, la condition nécessaire e{ suffi'unt*' 
de leur disparition est évidemment que Z soit lui-même une solution J» 
l'équation pro|M><*ée. 

S'il eu est ainsi, il restera, pour déterminer z i% l'équation 

91 •>(-,) --:- f. 

t étant, comme nous l'avons dit, une font lion régulière, le* llié»»!**!»*^ 

généraux n>>u^ apprennent » que celle équ.itiou admet une <*olutiou •■-*' 
lemcnt ié"iilii*rc. 



) i . >M| r«r h ■ 33t. 
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Pour résumer, nous voyons qu'il faudra : 

\° Choisir pour la multiplicité n = une caractéristique, conformément 
au théorème de M. Delassus; 

2° Calculer, sur cette multiplicité, la distribution des valeurs de Z par 
l'équation (89) ou, ce qui revient au même, par la formule (90). 

3° Trouver une solution de l'équation proposée, prenant pour n = les 
valeurs ainsi calculées. 

4° Déterminer une fonction régulière z i par l'équation (91). 

Nous savons d'ailleurs, par ce qui précède, que si les calculs sont analy- 
tiques, l'opération 3° est possible d'une infinité de lagons. 

344. — Lorsque le nombre des variables indépendantes est de deux, 
les solutions logarithmiques ainsi obtenues jouent un rôle fondamental 
dans l'étude de l'équation, et cela tout particulièrement dans le cas où les 
caractéristiques sont imaginaires. 

Oji peut alors ( ! ), par un changement de variables réel, mettre l'équa- 
tion sous la forme 

(92) 9{z) = ïz + a\* : + bp- + cz = Q 

x v ' ùx ày 

A désignant le symbole de Laplace à deux variables —3 H j \ a, &, c, des 

fonctions données de x et de y. Les caractéristiques sont, dans ces condi- 
tions, x — iy = const. ; x -+- iy = const. 

Cherchons une solution uniforme qui devienne logarithmiquement infinie 
au voisinage d'un point donné (x , y ). 

Si nous supposons a, b t c analytiques, rien ne nous empêchera d'appli- 
quer les raisonnements qui précèdent aux multiplicités 

* — *o— *(y — 2/t) = 0, * — * -*-*(» — »o) = 0; 

et, ce seront les logarithmes de a? — a? — i(y — y Q ), d'une part, de 
a: — x Q -+- i{y — y ) de l'autre, qui interviendront dans la solution cher- 
chée : celle-ci aura donc la forme : 

Z log [x — x — i{y — y )] -+- Il log [x — x + i(y — y )] -f- z t . 



(i) Picard, Traité d'Analyse. 
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Maïs on a 

log [.«? — j- — i(y — »/ )] = log r — it», 
log [.r — j h» i(ij — y g )] rt= log r -h lui, 

en désignant par r la distance des deux points (*r , y t ), (j\ y et par « 
l'angle que celle distance fait avec l'axe des .c. Il est clair que la solution 
ne saurait être uniforme si w n'en disparaît point, c'est-à-dire si Ion De 
pas identiquement 

1=1. 

Nous avons donc finalement à trouver une solution Z de l'équation (92» 
définie par la double condition de prendre des valeurs données, pour 
.*•—#„ — i[y — 1/^ = et des valeurs données pour a: — r ê -*-ty- yj »*. 
ces valeurs étant d'ailleurs toutes analytiques. C'est, comme nous l'avont 
vu, le problème qui a été résolu par M. Goursat et, pour le cas d'un plut 
grand nombre de variables, par Beudon. 

Nous obtenons ainsi une solution de la forme 

(93) 2Z log r + ;, 

c'est-à-dire une des solutions dont l'existence a été établie par M. Picard 
dans le cas spécial où a et b sont nuls ('). Seulement nous avons été obli** 
de nous borner aux équations à coefficients analytiques : non qu'il *>il 
rien supposé à cet égard dans les développements du n* lïtll, niai* parer 
que nous les avons appliqués dans le domaine complexe. La niélh«*M' 
M. Picard, au contraire, fondée sur des approximations successive*, ne 
sup|K>se rien sur la nature analytique des coefficients. 

Observons toutefois que même pour a, b t c non analytiques, noir* m*- 
thoje conduit, dans des cas très généraux, au résultat cherché. Si. *■ 
elTet, a, b, c admettent des dérivées jusqu'à un certain ordre p autour if 
r o* y,.U 'a formule de Taylor leur sera applicable autour de ce point, r>t- 
à-dire qu'on pourra les représenter par des polynômes a. £, 7 en i\y,kir* 
quantités près qui seront d'un ordre supérieur à p en .r — jr # , y — y t . 

Remplaçons alors, pour un instant, a, b. c par 1, £, 7. L'équation ai* 11 



'1 La iu< tiioilf |»r- c ili'iit»* a • t» ul>l»*in:e il'un» niuu.ii' ind« ;>«»nd:inl«». j*r 11 1!* 
ilrii-k /*'•■. 'l>'n fi'ifi.'i/!ii tf.it 'mrif#-'. i-i/i-i /."*«< !/;«'• r n I>iff<i,nti.tl$lnh**? 
• •■n*t(in.-> ri il*»! »t p,ir iioti* m»*m.- ifur .V- tt -e >ur !< ■ ttataur «'i* t\lifi t ur '* 
A/ ./ i /'i . Iliiliumtd, i-,n.'i- ll*«»l. «-1 u'i*M '' -fiyrc* inr^i/iafionu/ «I** J/ifA/né- 
fi. i-n i/'iif-n. !'.•*»,; OauLuicr-ViIlar*. l'A»'»';. 
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modifiée admettra une solution z' de la forme (93). Le résultat de substi- 
tution de z' dans l'équation donnée sera une quantité continue cl dcrivable 
jusqu'à Tordre/) — 1. Il ne restera plus qu'à augmenter z' d'une quantité 
z" définie par l'équation 

0(O = -*(*'), 

équation dont les théorèmes de M. Picard (*) permettent de trouver une 
solution régulière, en en indiquant Tordre de dérivabilité. 

La seule question — que nous n'entreprendrons d'ailleurs pas d'élucider 
— est de savoir si cet ordre est le plus élevé possible, étant données les 
hypolhèses faites sur les coefficients. 

Les intégrales de la forme (93) jouent dans l'élude de l'équation (92) le 
même rôle que la fonction log r dans Tétude de l'équation de La place. 
Considérons, en effet, l'adjointe de (92), savoir Téquation 

Ç( tt ) = ± u — ~ (au) - ~ (bu) +cu = 0. 
La formule fondamentale donne ici 

/ / [uH*)-*ÇM]dxdy 

= / l u -py — z h\ — [a cos (N, a?) h- ft cos N, y)] zu . ds 

S étant la frontière du domaine plan £ ; s, Tare de S ; N, la normale à S. 

Mais Téquation <J(w) = admet une solution de la forme (93). Suppo- 
sons celle-ci choisie de manière que le coefficient 2 Z soit égal à I au point 
O^o» I/o) ( ce <I U ' es * possible, car, d'après nos calculs, Z est nécessairement 
différent de Oen ce point) et choisissons la pour la fonction u. 

En étendant l'intégration, d'une part à une courbe quelconque ( 5 ) S qui 
entoure le point (x , y ) d'autre part, à un cercle de rayon très petit ayant 



(i) Journal de Mathématiques, 5« série, tome VI, 1900 ; p. 138 et suivantes. 
(*) Ou même à un système de plusieurs courbes, pourvu que Taire ainsi limilt-»* 
comprenne (ar f , y ). 

22 
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pour centre ce point, on trouve, absolument comme dans la théorie d 
potentiel logarithmique ordinaire 



I Ç\ 4, 



; Y^ -h [/i cos (Nor) -h b cos (N //)] ;m, ds — : \.r é9 y,i. 



Celte formule est entièrement analogue à celle que nous avons rappel** 
dans le ch. i in* I) : comme en cet endroit, nous pouvons évidemment m 
déduire les conséquences suivantes : 

Une équation (92) à coefficients analytiques n'admet qw tirs salntum* 
analytiques. 

Si deux solutions dune équation (92) à coefficients analytique, 
définies de part et d'autre d'une ligne L, prennent sur cette ligne le 
m**mes valeurs et qu'il en soit de infime de leurs dérivées normal**. •■*• 
deur fonctions sont le prolongement analytique fune de l'autre. 

Si enliti on se rappelle que le terme régulier z x qui ligure d.ui* la - «îu 
tion (93) peut être modifié par l'addition d'une solution régulière quel- 
conque de l'équation proposée, on sera conduit à déterminer un tel trtw 
additif pour la fonction u t , de manière à ce que la solution corrpspondtfU 1 

u =— II leg r -f- i/, 

de l'équation adjointe s'annule sur le contour S. ou de manière a n* q-ira 
dérivée normale y soit eonstante. u jouera alors le rôle d'un»* \»Titil»> 
fonction de (ireen pour la résolution du problème de Diricblrt ou du [•••■ 
blême de Neuinaun relatif à l'équation (92). 

ÎI1ÎS. — On peut se demander ce que deviennent les calculs que n«»«* 
venons d'effectuer lors<|ue l'équation a ses caractéristiques réelle*. 

Supposons alors les variables choisies de manière que ces caractén*h«|Uf 
soient r > . eoii>t., y = const. Alors la quantité 

log r -- ; 2 [log ■ r — ./,) - i(y — y/, t log [.#• — j u r i[y — y, | 

de\i»i Tire remplacée au facteur 2 près par le logarithme du pruiiiï 

(■*" — **) (.V — JfJ- 

Or, les caractéristiques étant les parallèles aux axe*, l'équation a (n* Hit 

la forme 

'* • « ' Z r /. '" • . ; II. 

. I IJ . J . '/ 
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Si elle doit admettre la solution 

z = Z log [(x — x ) (y — y )] -+- z x 

la fonction Z, elle-même solution de l'équation, devra, en outre, vérifier 
sur les caractéristiques les relations (89), lesquelles se réduisent en l'espèce : 
sur la caractéristique x = x 09 à 

sur la caractéristique y = y , à 

Nous pouvons prendre encore Z = 1 pour x = x ot y = y . Nous voyons 
alors que la fonction Z n'est autre que la fonction de Riemann définie au 
n°f7f. 

346. — Lorsqu'on passe au cas de trois variables indépendantes, les 
solutions qu'il est important de considérer ne sont plus celles dont nous 
venons de parler, mais celles qui, aux environs de r = 0, sont infinies 

1 

comme -• 
r 

Ceci conduirait à prendre, pour la fonction F précédemment introduite, 
la forme F = - . Mais il est aisé de voir que si l'équation donnée et la carac- 
téristique II = sont prises d'une manière quelconque, il n'existera pas, 
en général, d'intégrale de cette espèce. 

Il suffit, pour cela, d'observer que, dans l'expression 

Z 

* = -+*, 

singulière sur la multiplicité n = 0, les valeurs prises par Zsur cette mul- 
tiplicité déterminent à elles seules la singularité, attendu qu'en ajoutant 
à Z une fonction régulière qui s'annule avec FI et qui soit, par conséquent, 
de la forme IIS, on ne modifie l'expression z que de la quantité régulières. 

2 
Or, une fois le coefficient de F', — c'est-à-dire de j^, — annulé grâce 

au choix deD, il reste à faire disparaître les termes en --* et en - . Nous au- 
rons ainsi deux conditions aux dérivées partielles, lesquelles porteront 
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toutes deux, comme nous venons de le voir, et comme on le vérifie taot 
peine directement, sur la distribution des valeurs de Z le long de noir? 
multiplicité H = 0. En général, ces deux équations aux dérivées partielles 
n'auront point de solution commune non identiquement nulle. 
Par contre, il existera des solutions de la forme 

Z log un- h 

et il est même aisé de les déduire de celles qui ont été obtenues précédem- 
ment. Considérons, en effet, la caractéristique dont nous partons rommt 
taisant partie d'une famille de caractéristiques, dont l'équation géoéralt 
sera 

n (x |t x f , ..., x H , À) = 0. 

Pour chaque valeur de X, nous pourrons construire, par la méthode pré- 
cédente, la solution 

Z log 11 -t-5,. 

En dérivant l'expression ainsi obtenue par rapport à X, nous aurons os* 
nouvelle solution de l'équation, laquelle s'écrira 

Cette solution aura donc bien la forme demandée si Ton n'a oas \ - 

Par exemple, en dérivant par rapport à ar ou à y les solutions (93) d° 
n° «Ml, on obtiendra, pour l'équation (92), des solutions de la forme 

r -, -f- log r + m 19 

P et Q étant des fonctions régulières, avec P(x , i/ â ) = 0) lesquelles i*l 
été également considérées par M. Picard (*). 

•117. - Le»» iV-MiUats précédents se généralisent d'eux -mi* me* au ci* 
d'équations d'un ordre quelconque. 

Par contre, ils ne subsistent plus si la caractéristique considérée ^st fl«>abl* 
>'n* *H I), c'est-à-dire *ati>fuil aux conditions 

■* ;• o, „• -i,2. ...«) 

'. C l< A, ,l.s S,- . lff.'l. 
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Supposons, en effet, qu'il en soit ainsi, et aussi (ce que l'on peut évidemment 
faire sans diminuer la généralité) que toutes les multiplicités n = const. 
soient caractéristiques, de sorte que la quantité désignée plus haut par A 
sera identiquement nulle. Alors, une fois le terme en F annulé, le terme en 
F ne pourra disparaître que pour Z = 0, à moins que Ton n'ait pour 11=0, 

M = 0. 

Si, par exemple, on a pris n comme variable x* t on devra avoir, dans 
l'équation <63) 

a n = 0. 

Par contre, si cette condition est vérifiée il est, en général, possible de 
former des intégrales présentant la singularité indiquée. Ainsi, pour l'équation 
(à deux variables indépendantes) 

qui satisfait à la condition précédente, on démontrerait aisément, par ce pro- 
cédé, l'existence de solutions de la forme 

z = v 2 log r. Z -+- Zi 

lesquelles joueraient, pour cette équation, le même rôle que les solutions (03) 
pour l'équation (92). 

348* — On élend aisément les considérations précédentes aux systèmes 
d'équations. Soit, par exemple, le système linéaire 

2 a »P* "*" 2 b * ?» ■+■ 2 e * r * "*" 2 * iPi "*~ ^d b '* + ^ CiVi 
+ gt ■+• hri + « = 0, 

2 *'*Pik -+- 2 **** •*■ 2 c '* r * + 21 a ' iPi + 21 b ' 1 ^ ~*~ 21 c '* r 

où, comme aux n° 201, ?, t 4> Ç sont les inconnues; les p, les g cl les r, 
leurs dérivées premières et secondes. 



(94) 



342 CHAPITRE Vil 

Cherchons une solution, singulière sur la multiplicité II = dans laquelle 
les parties principales des inconnues soient respectivement 

? = SF (M), T| = HF I H). î =-• ZF (II). 

La fonction F étant toujours supposée vérifier les mêmes hypothèse» 
qu'au n° «1-12, les termes en F* devront disparaître et Ton aura, pour 11 ". 

I EA + HB + ZC = 0, 

(95 ] SA' -+- HB' -+- ZC = 0. 

( SA' -h HB T + ZC = 0, 

où A est l'expression V a ik r u r. k et B, C t ... les expressions analogue* 

formées comme au n° 201. 

Le déterminant de ces équations devra, par conséquent, être nul ( ! de 
sorte que In multiplicité singulière devra t'tre encore une caraclèrUtiqut. 

Si nous nous plaçons dans rhy|K>thèse du n° 202 où les mineur» du 
déterminant en question ne sont pas tous nuls et que nous désignions 
tomme précédemment, ces mineurs par les notations s, [J, «(... les équation» 

(95) donneront (pour II ~ 0) 

(96) z r-= %h H = fc>, Z --- v 

y étant une indéterminée : moyennant quoi les premiers membres de ce* 
équations seront nuls avec H et, par conséquent de la forme 

Kilo, K' Us. K'IU 

K, K , K étant des fonctions régulières connues. 

.F' I 

Soit enrote F (Il --- log II, de manière que Ton ait rr- — — ... La dis- 
parition des termes singuliers en F' dans l'équation que Ton obtient en 
multipliant 1rs premières respectivement par a, ot\ *' (afin d'éliminer F" 
fournil uni* équation entièrement analogue à l'équation précédemment 

«rnlr ; 33) an rempl.K emenl près des quantités j)„„, q r, lH | ar Z, II. Z. 1**'* 

lnr>, si nous substituons à tes dernières quantités leurs valeurs (96 1. il e»t 
cl.iir que nous aurons une équation en z semblable à l'équation obtenu** 
au u 211*1 «'t a laquelle mi pourra appliquer toutes le* conclusion*» prr- 
léiliMiiuifiit établies relativement à relie dernière. Ain«*i, telle équation 
dilinira à la distribution de^ valeurs de : sur la multiplicité singulière et 
aui.i puiir i .uarleri^tiqiies les bi< arai léri>tiques du système 94) 

(ht délei miner.i ain^i les valeurs de Z, II, Z sur U 0. 



'; 1 ii . .i ; i* .i *.• |iiT>>roii|-fr «lu eus «>ù Z. II, Z iraient nuU a**c II, j-*»ar .* 
ui-'ie* ru.-- i. j'i au u t-lt Voir la imte «!»• la y*?* :CW 
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3 19. — Pour voir si l'on pourra obtenir dans ces conditions une solution 
du problème, nous supposerons effectuée la transformation que nous avons 
indiquée aux n° 322-323. Autrement dit, notre caractéristique ne sera 
autre que x n = ; de plus, Tune de nos trois équations ne contiendra plus 
les dérivées secondes par rapport à x n \ les deux autres contiendront ces 
dérivées, Tune dans le seul terme p M «, l'autre dans le seul terme q nn (*). 

Si nous groupons nos différents termes d'après leurs ordres de différen- 
ciation par rapport à œ n seul, nous pourrons écrire ces équations sous la 
forme 



*t . /* 






* (â) - *"> (S) - * (£) - ? "» (î) - ^ w - *«> = °- 

011 ?i> tV /.i> ?i» <r*'n Xi» ?'h 'W /.\ désignent des polynômes différentiels 
linéaires du premier ordre, portant chacun une fonction, dans lesquels 
n'interviennent que des différenciations par rapport aux variables autresque 
x * 5 ?*» tyi> •••» Vu //*» des polynômes différentiels du second ordre égale- 
ment dépourvus de différenciations par rapport à œ n . 

C est dans les équations ainsi écrites que nous devrons substituer les 
valeurs 

(97) S = S log .r„ + 5 lf t, = H loga?»-*-^, Ç = Z log x„ -H Ç, 

des inconnues. Le facteur log x n devant être traité comme une constante 
dans toute différenciation par rapport à une variable autre que x n , on aura 
évidemment comme résultat 

(-^; + 5- B [2f B + ?. (■) + ♦• W + x,w] + ... = o. 

w !-A + i[«S-^.c)-»-v.(«) + H + -- ' 

i [?'i (=) + ♦'. (H) + X',(Z>1 •■• = <>. 



(i) Plus exactement, pour obtenir ce résultat on devra s'arranger pour que toutes 
les multiplicités x n = const. soient de* caractéristiques et opérer un changement 
d'inconnues défini, non par les formules (52), mais par les formules (53), les fonctions 
A>, &, (5, Jb' i&' C étant égales, pour tout système de valeurs de *r,, je 2 , ... x m% aux 

i O, nfl , V mi C nn» 
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où nous n'avons écrit que l?s termes en - j et en — . La disparition in 

premiers dans les deux premières équations montre que Z et II doivent 
s'annuler avec oc n : c'est ce qui correspond aux formules (96). Dans ctt 

conditions, la disparition des termes en -- dans la troisième équation eiige 

que Ton ait pour n = 0, 

/.\(Z) = 0. 

C'est l'équation aux dérivées partielles trouvée tout à l'heure, qui déterminé 
la distribution des valeurs de Z sur la multiplicité x n = 0. Si elle e*t 
vérifiée, noire troisième équation (à laquelle se réduit ici la combinaifon 
linéaire formée au n° précédent) ne contient plus d'autres termes singuliers 
que les termes logarithmiques. 

Km vous qu'il en est de même des deux équation* restantes. S et II étant 
nuls inilinlcment, on a 

(99 s = .*•„£„ || = ./- H II, 

où sont Z, et II, de nouvellesfonctionsregulieies.il vient alors, en égalant À 

zéro les termes eu (lesquels, moyennant les relations (99) sont fournis Uni 

par le > termes en r que par ceux en - ^ des deux premières équation* 98), 

II, -♦- //, f Z) = 0. 

Z étant r m nu pour x n ' ~ H. tes (leur relations précédentes font connnitïi 
l v Kt','ttr<i i/nliult'i de S, et de II., c'e^l-à-dire de "" et de --- . 

Si non* n <ih rappelons que î, II, Z doivent former eux-mème* une 
dilution du Mstime donné a lin de laire disparaître les termes logarith- 
miques , nuiis voxonsque nous sommes conduits à déterminer une U\\* 
N.ilnlion eu nous donnant les valeurs de no» trois inconnues et des demie» 
premières di* deux «l'entre elles Mir la earaetérislique j\ 0. Hr, n- u* 
,i\«»ii-* \u «mi n IV2U qu'a ces douiiées non*» pouvions adjoindre le* valeur* 
de Z mii uni* multiplicité sécante à la première. 

IImih il e\Me une intiuité de solutions de la forme (97) dépendant 
d'une fuiidifii «uliifi.iii e de // 1 \ariahhs et dune seconde foit«h»»n 
«iitiitr-iire de n 2 variables pui* pie Z peut être ihoisi arbitrairement en 
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ous les point d'une multiplicité n — 2 fois étendue située sur notre carac- 
téristique et coupant chaque bicaractéristique en un point. 

3o0. — Nous serons conduits aux ondes qui interviennent dans la 
théorie des mouvements périodiques si nous donnons à la fonction F la forme 

F(n) = sinnII 

y étant un paramètre arbitraire. 

La fonction F ainsi choisie est holomorphe, quel que soit fi et constam- 
ment comprise en Ire -h i et— i . Elle ne rentre donc pas, à proprement parler, 
dans la catégorie qui vient d'être envisagée. Cependant — et c'est là une 
notion qui acquiert une grande importance dans beaucoup d'applications 
physiques de l'Analyse — tout en étant théoriquement toujours régulière, 
elle doit être considérée comme pratiquement singulière lorsque ji a de 
grandes valeurs: elle présente, en effet, un certain nombre de propriétés 
qui la rapprochent des fonctions pourvues de singularités. Elle est toujours 
continue et n'offre jamais de variations brusques, au sens absolu du mot ; 
mais elle passe cependant de la valeur h- i à la valeur — I lorsque sa 

variable indépendante n s'accroît de la petite quantité ^ . Elle a une dérivée, 

laquelle n'est jamais infinie ; mais les valeurs de cette dérivée sont très 
grandes par rapport à celles de la fonction, savoir de l'ordre de p ; celles de 
la dérivée seconde sont de même très grandes comme p 1 ; etc. 

D'après cela, si (en nous bornant au cas d'une seole inconnue] nous sup- 
posons que Féquation (63 a une solution de la forme (') 

(100 s = Z sin un +- z x 

et si u est très grand, les dérivées de n, de Z et de z x (ainsi que ces quan- 
tités elles-mêmes) n'étant pan très grandes, il faudra que dans le premier 
membre de féquation (86:, les termes en F", qui sont de l'ordre de ja 2 , et 
les termes en f\ qui sont de Tordre de ;*, s'annulent séparément. La pre- 
mière de ces conditions donne 

\VK) À = 

et cela, cette fois, pour toute valeur de H, de sorte que les mu!tiuli<utès 
n = const. doivent Mre des caractrr'istiqnes. 



(»j Rien d'essentiel ne serait modilit: si nous remplacions le tenue unique Z sin îll 
par la somme Z t sin jtfl - r /, C o* ill. 
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Les termes en F' donnent la condition (80) avec X— 0, par cons+Njtw 
en introduisant la variable bicaractéristique s définie par les équation* 14 
(n- 88:*). 

(101) ~ 4-MZ^O. 

Inversement, supposons les fonctions 11 et Z déterminées, U premirn» 
par l'équation (12'). la seconde par l'équation (101). Alors le résultat d* 
substitution, dans l'équation donnée, du produit Z sin ^tl *e réduire * 
Q siu pli, en posant 

Q = ;r(Z). 

Nous aurons donc à déterminer -, par l'équation 

(102, *(-i) = — Q»in jill. 

Or, pour les diverses équations aux dérivées partielles du second ordr» 
(à caractéristiques réelles) que l'on a pu intégrer (comparer n° «1219 . «»n 
constate, pour l'équation à second membre 

;r(î) .-:;* 

(où ;r est une fonction donnée de .r r .r 2t ..., x m ) % l'existence de solution* 
représentées par des sommes d'intégrales n u i i,ft ou n — f ■#»'« de la forme 

(103 / I . .. / ^(j,, .... x„ G^/,, x t , '•„,*•', Jt m H-. 

où ti est calculé a priori, indé|»endammeut de la fonction ;? et ou d- e*i un 
élément de multiplicité n fois ou n — 1 fois étendue, décrite par le [*.mt 

l'uur obtenir une solution de l'équation (102), nous devrons remplacer.' 
par - ij sin ;ill. 

Supposons que les foiu timis (J et G satisfassent à des conditions .inalo^u*"» 
ii «elles de lliricblct, je vi»ux dire que leurs variations totales ('i, sur un*- 
li^ne quelconque linie, ne soient pa* très j:rande«* |>ar rap|>ort«t ce* fonction* 
elle» mêmes. Alor> la thi'orie des séries tri^onométriques r ') nous appivii*! 



« ) J.n ..**. lbfi loin.- 11. c. «\ . Pu *hï». fritit'- i/'.ln.ry**'. *' «dlli'O. I- •!&-•■ 
2* j .irt.c, ci», u. 
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qu'une intégrale de la forme (103), portant sur la fonction Qtï «in \i\\ % 0s! IrAc 
petite par rapport aux valeurs de Q et de f ordre de • 

Supposons enGn que Q =& (Z) soit du même ordre de grandeur que / 
lui-même. On voit alors que, des deux termes do l'expression (100), lo 
second est très petit par rapport au premier. I^a solution ho réduit tloun 
sensiblement dans ces conditions, au produit / sin jill. 

Cette quantité éprouve, d'après sa forme même, de* onoillationH pério- 
diques d'autant plus rapides que fx est plus grand, et les point* de phann* 
correspondantes sont situés sur des surfaces II = conrU., c'est-à-dire Httr 
des caractéristiques. 

•151 • — Revenons maintenant à la détermination do Z. Une fois II choisi, 
Z est assujetti à l'équation différentielle (101). 

Or celle-ci ne fait connaître que les rapports mutuels des valeurs de Z 
aux différents points d'une même hicaractérisliqiie. Elle n'établit nurune 
relation entre les valeurs prises par cette fonction Kurdes hicnr/tHéN«ti<|u<'* 
différentes. 

Donnons-nous arbitrairement, par exemple, une région de IVspaise i% n 
dimensions, et considérons l'ensemble des bicaradéristique* qui trav«jM*ut 
cette région : ce qu'on pourrait appeler un pinceau de bif:*ra<t/?rjstique*, 
Rien ne nous empêchera de supposer Z diffèrent du zéro sur U*% buami, 
téris tiques du pinceau et nul partout ailleurs. 

Les bicaractéristiques sont d'ailleurs bien, d'après *m qui \>ritA4**, le* 
seules lignes qui possèdent celle propriété. 

Or, dans celle-ci, nous reconnaissons bien le<:*raelère essentiel \mr b*juef 
les rayons interviennent physiquement, Klle oorresj>ou4 d'ailleurs d'autaui 
mieux à une propriété de U solution r 100; que ;/ e*t plus ? rand et, p<*# 
conséquent, z x plus petit : et «/est bien, eu effet, pour b 4 * <>* .111*144/0* 
extrêmement rapides, coin me tes vibrations lumineuse*, que ta pr</p*#«- 
tion par rajon* est ta plus ne (te. 

Il faut observer, toutefois, que, dsut lesré^u>ns <;U Z v*iier« /svpideiiieiil 
les conclusions seront tiiodili**?^ z % «>»ss*ijt d'éVe ué^ii/i^bLe '</<#/ #'*'w,. 



NOTE I 
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Lorsque nous avons établi (au chap. IV; que si deux surfaces intégrait* 
d'une même équation de Mongc-Ampère étaient tangentes tout le loojr 
d'une ligne, (elle -ci ne pouvait être qu'une caractéristique, notre démons- 
tration 3st re>tée incomplète sur un point : nous avons dû, en effet, laisser 
decùlé le cas où le contact est d'ordre infini. Il y a donc lieu de se deman- 
der si, même en tenant compte des solutions non analytiques, le problème 
de Cauchy est parfaitement déterminé toutes les fois que la série des râ- 
leurs djnnérs n'est pas caractéristique. Lorsqu'il s'agit d'une équation 
linéaire à coefficients analytiques et holomorphes, la solution a été obtenue 
d'une manu re ultérieurement générale par M. Holmgren ( l ), et cela, non 
seulement pour une équation du second ordre, mais pour un système 
linéaire d'un nombre quelconque d'équations. 

Un 1 »1 système peut, comme on sait, se ramener toujours à une forme 
dans laquelle toutes les équations sont du premier ordre. De plus, si le» 
multiplicités .» consl. ue sont pas des caractéristiques, ces équations 
sont rë.«ol utiles par rapport aux dérivées relatives à x, de sorte qu'elles ost 
la forme 



M 



*) 'M*>: lî - ^ A ^r, •/) *** - V B u (.r, y).- 4 = 

'i •" 1, 2, .... n 
1rs (ju. ntilés A,.. U. k étant des fonctions analytiques et holomorphes de * 



')'»pri Kji >%( Knt/l Vtruikui" Akifl Fùrhand.', t» aimer UVt, p. \fi -103. 
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et de y. Si la ligne donnée L (sur laquelle z v z r ... z n doivent s annuler) 
n'est pas tangente à une caractéristique au point aux environs duquel 
nous nous proposons d'étudier le système des fonctions z y on j>eut admettre 
que Taxe des y est la tangente en ce point, les équations conservant la 
forme précédente. 

On peut, de plus toujours exclure, par une transformation évidente, le 
cas où il y aurait inflexion en et admettre par conséquent, que notre 
ligne tourne sa convexité d'un côté déterminé de Taxe des y. Le choix de 
ce coté est même à notre disposition. Supposons, pour fixer les idées, que 
nous avons choisi celui des x positifs, ou côté droit. 

Le système adjoint de (1) est 

çi(«) = S - 2 k (AwM * } ~ 2 RwM * = ° 



ou 



(2) w--=g-2 A « ô ?-2> u * =0 - 



(3) (J«=-B w -^\ 

Il donne lieu, avec le système donné, à l'identité 

/ f S 2 [ u < 9i (*) -*■ *< $< («) ] 1 d,: d, j 

= / /2 *' "< d y — 2 A( * Ui ** d '") 



W 



où l'intégrale double est étendue à une aire quelconque du plan de» <nj et 
l'intégrale simple au contour de cette aire. 

Les fonctions (* seront, comme les A et les II, analytiques et liolomoi plie», 
par conséquent développantes en séries de Taylor ordonnée» miivant l<»» 
puissances de x — x , y — y , en déHj'gnaut par ./t , i/ le» coordonnée» 
d'un point quelconque voisin de 0. De plu», le» rayon» de cou vergence 
a8SOciés( 1 )de ces développements ne descendront piiHau-de»»oii» l'iire certaine 
limite fixe lorsque le point, (x , y ) variera dan» lé voi»injige do (I. Comme 



(i) Voir Boeil. — Leçon* *ur les séries à terme» po»'Uifê % j,. m. 



NOIK I 



\oh fondions correspondantes restent finies, l'un quelconque des développe- 
ments en question admettra une série majorante de la forme 

(5 M 



(•-•--^('-•V'") 



M, r. r* étant indépendants de x ùt y . 

Dans tes conditions si, sur la droite x — .r of nous nous donnons de» râ- 
leurs des m, soit Ui = /", (y), ces valeurs étant analytiques et holomorpbe» H 
leurs développements suivant les puissances de y — y admettant la «énf 
majorante commune 

(6) ' 

H 

v l\ H constants} les raisonnements classiques relatifs aux équations aut 
dérivées partielles nous apprennent ( ft ) l'existence d'une solution bolo- 
morphe du système (2) prenant sur la droite x — .r t les valeurs donné**. 
De plus, les développements des fonctions u ainsi obtenues convergent 
pour 

(x — x ) < p, (y — y ) < ?' 

s, p dé|H»ndant de M, r, r, R, mais non de P : on peut, en effet, donner * 
cette dernière quantité une valeur arbitraire en multipliant les valeur» /Myi 
par un même facteur, lequel se retrouvera dans les valeurs des inconnue» 
et ne modifiera pas les rayons de convergence de leurs développement* : a. : 
sont, par exemple, supérieurs aux valeursqu'ils prendraient si l'on renipU- 
<;ait tous les A,*, fj* par la fonction (5) et tous les /*, par la fonction 

1 

i y"— y.. 

1 ~~ R" 

.cas où ces valeurs pourraient être aisément écrites, les u s'obtenant alors 
p.ir intégration directe). 

ClitÛM^oiis ailntrairement R, ce qui nous )>er mettra de calculer ;. : 
|iui<i|oi' M, i\ r , sont roninis. Donnons enfin à .'„ une valeur inférieur** «*o 
v.iti'iir absolue à z> et telle que la droite .'' - .*•„ intercepte sur uotre li^ne 



t 1 J.-HI»AN Cuis (/Mnil/ysf. t. III, chaj). III — «ioi'K^AT, /.<*fU»M MUf il « ? *y» j 

i,m </* . / .»a.'i"/M dérivé** part\ files du pmmer tndrr, |». 2-S 
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un arc PP (fig. 24) entièrement situé dans le domaine où les considéra- 
tions précédentes sont valables. 

Supposons maintenant que le système (1) admette une solution telle que 
tous les z soient nuls sur l'arc, cette solution étant définie dans le voisinage 
de cet arc et en particulier dans toute la région 
comprise entre cet arc et sa corde. Nous appli- 
querons la formule (4) au contour de l'aire ainsi 
définie en prenant pour les x les fonctions dont 
nous venons de supposer l'existence. 

Quant aux u, ils seront définis de la façon 
suivante : soit F t (y) la série des valeurs prises 
par 2i le long du segment de droite. Nous 
pourrons trouver (pour chaque valeur de t) un 
polynôme fi', y) qui ait, avec F„ une différence 
o t (y partout inférieure en valeur absolue à un 
nombre £ aussi |ietit que nous le voulons. 

Nous prendrons pour les m, la solution du sys- 
tème adjoint telle que u t se réduise sur la droite 
a ^/i(y- 1^ polynômes /i pouvant évidemment 
toujours être regardés comme admettant des majorantes de la forme (6) les 
u t existeront et seront holomorphes dans toute notre aire d'intégration. 

Dans le second membre de (4), l'intégrale relative à lare PP' sera nulle, 
puisque tous les z s'annulent le long de cet arc. Sur la corde de PP , de 
étant nul, l'élément d'intégration se réduit a 

Soient I l'intégrale I I ^ F,'//)*!^; H, le maximum du module 

des F, ; L la longueur PP : il est clair que l'intégrale considérée différera 
de I d'une quantité inférieures tu II/. Elle ne pourra donc être nulle si 
Ton a 

_ I 

Comme £ est arbitrairement petit, on pourra toujours supposer cette iné- 
galité vérifiée, et la formule conduira par conséquent à une contradiction 



Fig. 24 
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dès que Ton n'aura pas î — 0, cVsl-ù-dire dès que les F ne seront pa* lou« 
identiquement nuls. Il faudra donc bien que l'on ait pari oui du tn«n*4 
droite de L 

-i = z % = ... = z m ■= 0, 

car l'abscisse x Q est arbitraire sous la condition x 9 < p. 

Pour établir la même conclusion pour les points situés à gauche de L, il 
suffira de modifier, par un changement de variables, le sens de laronreiitr 
de cette ligne. 

Le raisonnement précédent se généralise de lui-même au cas d'un nombre 
quelconque de variables indépendantes. S'il y en a trois, par exemple, le* 
données de Cauchy seront relatives à une surface à laquelle il suffira df 
donner (par un changement de variables) des courbures de même signe et 
différentes de 0. 

On peut, d'autre part, ramener le cas d'une équation quelconque à celui 
d'une équation linéaire au moyen du lemme suivant : 

Soit F(x l9 x i9 ... , x m ) une fonction qui admet dans un certain domaine 
des dérivées partielles continues jusqu'à un certain ordre p. Si y,, y,. ... 
y m désignent une nouvelle série de variables en mtme nombre que Us 
premières, la différence 

FO/i» j/„ •-., ym) — F[x t9 a?„ ..., x m ) 

pe\it se mettre sous la forme 

O/i — a 'i)?i -+- (yt — *i) ?» ■+■ ••• -+- 0/« — -r.) ?- 

oit o t , ?,, .... 5 m désignent des fonctions de .*•,, x t9 ..., .r m . y t , y t • m 

continues ainù par leurs dérivée* jutquà tordre p — t. 

Pour démontrer ntte proposition, on commencera par supposer m - - | : 
on verra sans diffh-ullé que, |tour F continu ainsi que ses p première* 
dérivée, la foin lion 

F ,,_ t )-F(x % ) 

est ronliniii* ain«i que m»s dérivée* partielles, par rapport à x t et à y,, jusqu'à 
l'ordre i* -- t. 
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Pour passer delà au cas général, il suffira d'appliquer la conclusion ainsi 
obtenue à chacun des lermes de la somme. 

[F(y,, *„ x s% ..., x m ) — F(x„ t % , x z> ..., x m )] 
-H [F(»i. ?» '•• .-..*-) — F) yi. *i. »i. -.*■.)] + - 

+ [ F (y»> y 4 « •••> y») — F (yi» y*» •••> y»"-*- •*»»)]• 

Si d'ailleurs F e>t analytique, il sera de même de © lf o Sf ..., « m . 

Pour x t = y,, a?, = y,, ..., a? m = y,„, ces fondions ont évidemment les 
valeurs 

(7) ?1 = j|j (1 = 1.2,..., m). 

Cela posé, soient 

(8) 9{x) = F (*, y, *, p, g, r, s 9 t) = 

une équation aux dérivées partielles du second ordre définissant z comme 
fonction de x et de y ; z et *' = z -t- u deux intégrales de cette équation, 
lesquelles coïncident ainsi que leurs dérivées tout le long d'une certaine 
ligne L. Oo aura 

0(jr + ii) = *(jr) = O. 

Hais d'après le lemme précédent, la relation 

«/ , ôw OU ô , m ô*u . , » f i#\ 

F(*. y,. + «. p + 5 , ç-h-. r + ô? *+^-. '^y) 

— F(x, y, *, p, g, r. s, /) = 
pourra se mettre sous la forme 

(•) a ïZi ■+■ 2 * r~r- 4- c —x -h 2 a - — h 2 « h /il — 0, 

a, ft, ..., / étant des fonctions continues et dérivables de x, y de z, u vi de 
leurs dérivées : c'est-à-dire (si z et u sont eux-mômea supposés dérivables 
jusqu'à un certain ordre) des fonctions continues et dérivables du .r et dey. 
Tout revient donc à savoir si cette équation linéaire en u peut admettre 
une intégrale nulle ainsi que ses dérivées premières et secondes tout le long 
d'une ligne déterminée L sans être identiquement nulle — ou, du moins, 
sans élue nulle dans toute une région avoisinant L. 

£3 
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Remarquons qu'en tout point où u est nul ainsi que ses denrées pre- 
mières et secondes, on a, d'après les relations (7), 

(io) a = -, a» = 5 . c=-, 

de sorte qu'en un tel point, les caractéristiques de l'équation (9j sont tan- 
gentes à celles de la proposée. 

La question serait dès lors résolue, par la démonstration de M. Holmgren. 
si l'équation (0) était à coefficients analytiques. Mais nous ne derons pas 
admettre qu'il en soit ainsi, même ai F est elle-même analytique. Non* 
devons, en effet, comme noua l'avons dit en commentant, supposer que 
les intégrales x et z' ne possèdent pas cette propriété, laquelle ne saurait 
dès lors appartenir aux coefficients a, 6, c, ... . 

Il serait donc nécessaire d'étendre le raisonnement de M. Hol rogr *n au i 
équations linéaires non analytiques. Celte extension n'est fait" jusqu'ici quf 
dans un cas : celui où les caractéristiques de l'équation (9) — et, par con- 
séquent, celles de l'équation donnée — sont réelles et distinctes. Dans ce 
cas, en effet, les raisonnements du n* 1T4 s'appliquent, la fonction Je 
Riemann pouvant toujours être formée par la méthode des approximatios» 
successives ('). Noire conclusion est donc alors démontrée. 



(•' Pio\kd, in Dakhocx, façons sur la théorie des sur faces ; lotnc IV. 



NOTE. II 



SUR LES GLISSEMENTS DANS LES FLUIDES 



Nous avons vu, au chap. V, que, oulre les ondes (lesquelles n existent 
que dans les fluiJes compressibles) les fluides quelconques, compressibles 
ou non, peuvent présenter des discontinuités slulioniiaires. On sait d'ail- 
leurs que celles-ci peuvent être absolues, c'est-à-dire que deux portions du 
fluide peuvent glisser Tune sur l'autre à la façon de deux rorps différents. 

Depuis Helmhollz, qui, le premier, a attiré l'attention sur cette catégorie 
de mouvements ('), ceux-ci jouent un rôle important dans plusieurs 
théories hydrodynamiques ; leur existence e*t invoquée pour expliquer 
diverses circonstances paradoxales, tels que l'écoulement des liquides en 
présence de parois anguleuses, ou encore le résultat connu sous le nom de 
paradoxe de d'Alembert (absence de résistance opposée par un liquide à 
un solide symétrique par rapport à un plan perpendiculaire à la direction 
du mouvement). 

De telles explications souffrent toutefois une objection commune à 
laquelle nous avons déjà fait allusion dans le texte (ch. V). Les glissements 
dont nous venons de parler sont, en effet, possibles, en ce sens que rien (en 
l'absence de viscosité) ne s'oppose à leur persistance, une fois qu'ils >esout 
produits entre deux régions quelconques du fluide ; mais nous allons voir 
que leur naissance est impossible, du moins dans les conditions où se 
place l'Hydrodynamique rationnelle. 

Si même, sur une surface de glissement, la vitesse de glissement est 



(«) MonaUber der BerL Ac. fier Wisscnsch , 23 avril i8t>*. 
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nulte eo un point détermina à l'instant l , elle restera nulle entr* !et 
mêmes molécules à tout instant ultérieur. 

Il est toutefois essentiel de tenir compte de la restriction que nous avons 
apportée à notre énoncé il y a uu instant. On rencontre, en effet, dans 
l'étude des fluides naturels, des cas qui échappent au raisonnement que 
nous allons présenter, comme à tous ceux qui reposent sur les équation* 
classiques de l'hydrodynamique telles que nous les avons écrites dans le 
texte (ch. III et V) et où, par conséquent, rien n'exclut plus la production 
de discontinuités absolues au cours du mouvement. 

Tels sont ceux dans lesquels, la pression s'annulant, des cavités se creu- 
sent momentanément dans la masse fluide considérée. Ces cavités se 
referment en général par des remous dans lesquels les molécules apparie* 
nant à des régions différentes se mélangent entre elles, de sorte qu'il devient 
impossible d'admettre en aucun point l'hypothèse de continuité du n* 15. 

Ce que nous allons prouver est donc simplement qu'une telle singularité 
(ou toute autre analogue, pourvu que les hypothèses qui servent de base à 
l'hydrodynamique rationnelle cessent d'être vérifiées (')) sont nè\ «satires 
pour qu'un glissement se produise dans une période quelconque du mou- 
vement, s'il u'en existait pas avant cette période. 

La démonstration repose sur ce fait, constaté au u* 214, que (moyen* 
nant les hypothèses fondamentales en question) à chaque instant d'un 
glissement relatif, le saut d'accélération est normal à la surface S, le lont: 
de laquelle la discontinuité a lieu. 

Proposons-nous de former les équations différentielle* qui expriment cett<* 
condition. 

Reprenant les mômes notations qu'au n° 219, nous désigneront 
par ;, *, des coordonnées curvilignes prises sur S, considérée dans son état 
initial S . Les coordonnées cartésiennes jc 9 y f s d'une molécule de Sappar- 
tenant à l'i rèjion 1 seront des fonctions de ;, *i et du temps I : 

( * = *({, T, f Ot 

(V J II -- y(l V 0. 



' [c% •• juitium p'i». i ait- • J,. l'Hsclrodvni inique aont /gaiement n»tidtf»«**« tUn« > 
ca* «lu ii<iUf!!t«!it ; main celui-ci nr parait pas pouvoir Hr* in toque pour etpliqcer 
la iia;i«at.rc <J % jli««Mnt*nt< ( car il a pour eflet, au contraire, «le détruira crut qui 
(•ounai-til iiitttr initialement. 
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H en sera de môme des coordonnées x' y' z' d'une molécule de S appar- 
tenant à la région 2 ; mais les expressions seront différentes dans les deux 
cas. Puisqu'il y a glissement le long de S, la molécule de la région 1 qui 
avait, dans l'état initial, les coordonnées curvilignes ;, r, coïncidera, à l'ins- 
tant r, celle de la région 2 qui avait, dans l'état initial, les coordonnées £', r/ 
(en général différentes des premières). Si £' et V sont donnés, ; et r^ seront 
des fonctions de f, qu'il suffira de substituer dans les équations (1) pour 
avoir le mouvement de la molécule (a/ f y\ z'). 

Ce sont ces fonctions que nous avons à étudier. 

L'accélération de la molécule (x, y, 2) s'obtiendra en diiïérentiant deux 
fois les formules (1) par rapport à t, sans faire varier £ et r t ; elle aura pour 
composantes 

5»X ôV b*Z 

af* ' a** ' ô( a ' 

L'accélération de la molécule (x\ y\ x') s'obtiendra en substituant, au 
contraire, à ;, n, leurs valeurs en fonction de t : elle aura pour compo- 
santes 



~ *\dt dt + * ïyfi dt • 

Sy (d*\> *h, d\ dr, *hj hh k \* 

a? \dt) ~* ù l\«t % fit dt f <*,» \ dt) 

.< Al dt <n~dt dt 

& [ dt) ~ .^.^ dt dt <rr t 2 \ dt ) 

.1** d\ a* s dr^ 
~ À\*t dt ~ *r t dt dt ' 

Il suffira de faire pa.4fer dan* les premier* membre* le* t-rme* 

*— s » *-4r» Z pour obtenir, aux second* membres, Je*eomr>o«an!e* du tant 

a/* 0** «^ 3 r ' 

d'accélération. Noua écrir^n* que le *e<rment ainsi obtenu e*t normal à S 
en écrivant qu'il ent perpendiculaire aux deux directions! 



<Pd 
dt* 


= 




-h 




d 1 * 

di* 


-t- 






rfV 
dt? 


= 




-H 
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d* 
dt' 


_u 






d*z' 
dt 1 
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T:l* 


-f- 




d^l 
dt 2 
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Ceci donne les deux relations 

' d*i v /*x\* d\ \?/\r\e\ /rf;\* v» /.\r .>*jr\ 

+ -tttdi ' -* U «W W * *- U «V/ 

+ " dt • — U ***/ + " <fi • — \* ** a *t/ ~ • 

(2) « 

i dt* ' — U 0;7 ""*" iii' • ^ Ui/ "** UV " -— U *;'/ 

F . > d * rfr « V /•>? d *:f \ _u ( '^\* V /^ * ,r ï 

' "*" - dt dt • — \*>r è *W ■+" W/ • — W, **."/ 

^ " df—d \isr t &lfiij df —d VH *T t *iJ 

où les signes 1 signifient qu'il faut remplacer, dans les dérivées partielle*, 
x par y, puis par z el ajouter les (rois expressions ainsi obtenues. 
Nous voyous s'introduire ici les coefficients 

<•> «-ïffl' '-^(n)- «-sco* 

de l'élément linéaire 

K</; 2 -+-2Fc/:c/r l -i- Gcr/r,' 

de la surface h à l'instant considéré : ce j-ont eux qui figurent comme coefft- 
cients des dérnées s» coudes de ; et r tt dans les équalion> précédentes. 
I)'autre part, leurs dérivées partielles permettent d'exprimer les cueffi- 

• , , / ''; , J ., <'; dr t . dr, • 

iivn ** d *[di)'-7<t;it'[<ti)'"™ r 

y .m y.r I ,-K v^ «*r /-■#• ! *K v^ »\r .^x _ .*F 1 .«• 

y ,\r .«-'/• ip I iK ^ *\r t*x I i<i ^ ix %>*r _ I ^i 

^ ,*t, , :* i; J «>t, ^ .vr ( ^;->T é 2 i; ^^ *^t, «>r, J "" 2 **r. 

»• » 

Kl le* permettent ■ gaiement dVxniimer deux des • (H-fticients dp -/. : 
1 c ■ dt ut 

celui de / dans la preiuièie éiiualion : 
lit 

y m- .>*.r «>K 
- — ■.»; ,;.7 il 
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et celui de-— dans la seconde 

Maïs il n'en est pas de même des deux coefGcieuts restants 

Leur somme seule peut se calculer à l'aide des coefficients v 3) : elle est 

. . . aF 
égale a - r 

Il était d'ailleurs évident a priori que, dans les équations f 2), devait 
s'introduire un élément distinct de la forme de la surface S. En effet, le 
mou renie ni d'une molicule (ar\ t/ 9 z') peut êlre considéré comme résultant 
du mouvement de la surface S prise dans la région I (c'est-à-dire celui des 
molécules (x.y, z)) et du mouvement de (x / f t/, z , par rapport à'(r,y, z): 
le premier de ces mouvements pouvant être regardé comme un mouvement 
d'entrainement et le second comme un mouvement relatif. Or on sait que, 
dans la théorie des mouvements relatifs, les accélérations ne se composent 
pas linéairement comme les vitesses : si, par exemple, le mouvement d'en- 
trainement était celui d'un système invariable, on aurait à tenir compte de 
l'accélération eomplémenLure de Coriolis, laquelle dépend de la rotation 
instantanée de ce système. On doit donc n'attendre à l'intervention d'une 
rotation de cette espèce dans la question actuelle, et mfanv. le théorème de 
Coriolis auquel nous venons de faire allusion nous indique la partie de 
cette rotation qui jouera vraisemblablement un rôle. Si, en effet, la rota- 
tion en question était tangente à S, comme il en eut de mfanti de la vile*** 
relative, le théorème de Coriolis (en le supposant applicable) donnerait uun 
accélération complémentaire normale. Comme l'évanouiftsement de* com- 
posantes tanfjentUlle* du saut d'accélération nous intéresse seul, non» 
ne devons avoir à utiliser que la composante normale de la rotation. 

Il est aisé de voir que les choses se passent effectivement «in<ii ; il tuffil 
de décomposer le mouvement de S en une déformation pure et une rota- 
tion, comme nous l'avons fait an* n" 51 el WZ. H **t sth% qu'au lieu 
d'une déformation de l'espace, non* n'avons ici que la déformation d'une 
surface: mais, pour ramener ce dernier ca* an premier, il %\A\\\ d'im*fiin+t 
que la surface S entrain* avec elles *e* ftorrn«ttat f chacune de cellew-c i *e 
déplaçant comme une droite invariable. On pourra alor* écrire, *x% dési- 
gnant par le symbole d les différentielle* qui correspondant a des déplace* 
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ment* dans l'espace à l'instant considéré ; par u, u, w, les composantes de U 
vitesse du poinl (a\ y % s) et par <p une forme quadratique en «Lr, </y, dz % 
écrire les équations du »• OS sous la forme 

/ car 5i/ <*x\ 

\ ** M **) 

et, par conséquent, en prenant dx, dy t dx proportionnels successivement à 

*c Mj ùs â . fcr ^v à* 
,• » ; • - et a - »--•-, on aura 



7* ~~ (£"** ~2 —i ~ 



(I) 



M' d'y 1 iVp 



7 -, — r -v • 



fur i>j 

r . — p -> • 



Mr i^* 1 5© m ivr. 



'•«) 



et le* équations analogues où ; e.4 re.npla:é par r t . 

Multiplions maintenant les trois premières de ces équations respective- 

â .\r »>v « N x ■ . • i -. *'' W « x * , , » , 

ment iwir -, -, - ; les trois dernières iwr -► . 7, -» et retranchons ta 

1 ?y t ot, <r t l *; ' *>; **; 

somme des trois derniers produits de la somme des trois premier*. Lrs 
trmes qui dê|»eiident des dérivées de * s'élimineront et H restera 









p q r 

«\r «\v »>j 

»>; *; *; 

i\r ^y «\z 

,>r Or »V 



=-2R*'EG - r, 



t n di*»i^na:it par H la com|>o*ante normale de la rotation (/>, g, r\ 
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Donc enfia, les équations (2) s'écrivent 

p cPl d>r> 1 fôE /d-V . , »E rf? *i _,_ (<, »F *G\ /rfrA»! 

b dt> + b d? + 2 L^ \3i) +2 ^didi + { 2 ^- ES ) \dî) ] 

F a? + G a? + 2 [l 2 s? - ^) \àt) + 2 -$dïdï + * t UJ J 



(5) 



(S-») 



<*; , au ^5 __ a 
d* ^ ht dt~ 



Lorsque la surface S est fixe ain«i que les molécules de la région 1 siluées 
sur celle surface, les deux équations que nous venons d'obtenir se réduisent 
à celles qui définissent le mouvement d'un point sur S, en l'absence de 
force accélératrice; ce qui élait évident a priori, puisque ces dernières s*ob- 
liennonl en exprimant que l'accélération est normale. 

Dans tous les cas, si le mouvement du milieu 1 est donné, celui des 
molécules x\ y\ z' est déterminé par les équations (5) lesquelles sont de la 
même forme que les équations de la dynamique à deux degrés de liberté, 
en ce sens que les dérivées secondes de ? et de r t sont exprimées par des 
polynômes du second degré par rapport aux dérivées premières ( â ). 

D'autre part, les équations (5) étant toujours résolubles par rapport à 
ces dérivées secondes (puisque EG — F 2 est toujours positif) et admettant 
la solution ; = const., r t = consl., il résulte des théorèmes généraux 
relatifs aux équations dilTéreulielles que \ et t, sont forcément constants 
si, à un instant déterminé quelconque l leurs dérivées sont nulles, c'est- 
à-dire si, à cet instant, il ri y a point de saut de vitesse, 

Ceci pourra d'ailleurs avoir lieu en tous les points de la surlace S — etalors 
celle-ci ne sera pas une discontinuité absolue — ; ou seulement en certains 
points de celle surface, et al >rs les molécules de la région t situées en ces 
points coïncideront, dans toute la suite du mouvement, avec les molécules 
correspondantes de la régiou 2. 



i 1 ) Si l'on substituait à l'une des portion* du fluide une paroi solide an i rare du 
même mouvement, le mouvement des molécules de la partie fluide ne serait pas 
c!iang' : . 11 n'en résulte pas, bien entendu, que les équations ^5) soient applicables au 
mouvement superficiel d'un fluide limité par une paroi quelconque. Il n'en est ainsi 
que dans le cas où le mourement de celle paroi est celui qu'elle prendrait d'elle- 
même si on la supposait fluide, du même nature que le milieu qui la touche et 
soumise aux pressions de ce milieu. 
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Nous avons établi aux n" 254-255 que la présence de discontinuités do 
second ordre ne mettait pas en défaut les théorèmes classiques de l'hydro- 
dynamique relatifs à la conservation du potentiel des vitesses ou des tour- 
billons. Nous allons nous propo.-er de rechercher l'effet produit à cet égard 
lorsque la discontinuité qui se propage est du premier ordre. Nous emploie- 
rons à cet effet l'intégrale 



/ 



i 



iic/.r + vdij -t- tcdz 



ou circulation, prise le long d'un contour fermé C. 

Ce contour étant de forme entièrement arbitraire, nous pouvons supposer 
pour simplifier que pendant les 
instants où il traverse la surface 
d'onde, il n'est jamais rencontré 
par elle qu'en deux |>oiuts. 

Soient alors A, K les deux points 
de rencontre à un instant déter- 
miné /. Prenons pour état initial 
IVlat île la région 1 à cet instant ; 
soient encore A' IV les positions 
initiales de* points de rencontre à 
l'imitant t * tft : ces jmmuIh seront 
déterminé* par la nouvelle surface d'onde S , située à une distance Vf 
de la première S f . 




Fi*. 25 
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Pour évaluer de combien a varié la circulation pendant l'intervalle de 
temps dt, nous considérerons séparément : 

1° Les deux arcs BÀ, A'B' (fig. 25) dont le premier appartient, pendant 
tout l'intervalle de temps considéré, à la région i, le second à la région 2 ; 

2° Les deux petits arcs AA', B'B qui passent d'un élat à l'autre pendant 
le temps dt ; 

Plaçons-nous dans le cas le plus simple, celui où Ton ne tient pas compte 
de l'objection d'Hugoniot et où, par conséquent, la pression et la densité 
sont liées par la loi de Poisson ou, plus généralement, par une relation 
ayant la forme (13) du n° 13t. 

La variation relative à l'arc BA est donnée par les considérations clas- 
siques qui servent à établir le théorème des tourbillons ( ! ). Elle est égale au 
produit de dt par la différence des va'curs que prend, aux points A et B, 
la quantité 



(i) u = «i^L^L+w» + v _ I dp 



'-fï 



où V est toujours le polenliel des forces pondérales et où le dernier terme, 
que nous désignerons par — P, est comme on suit, dans nos hypothèses 
actuelles, une fonction de p. 

De même la variation de l'iutpgrale prise suivant l'arc A'B' est le produit 
do dt par lu différence des valeurs que prend la quantité Q uux points B' 
et A'. 

La somme de ces deux termes donne (en supposant le contour parcouru 
dans le sens A B BA) 

<2) dt (Q A - B + Q B . - u A .) = dt [Q A - Q A . - (Q B - Q„) ] 

où, dans chacune des diligences Q A — Q A , Q u — B -, on peut faire abs- 
traction du terme V, qui est continu au passade de Tonde. 

Occupons-nous maintenant de la partie relative ù l'arc AA'. Soient x n y lt 
~i> "it r n "'t les coordonnés et les composantes de la vitesse d'un point de 
cet arc dans l'étal i ; x i% y i , z i} u i% v 2 , iv it le? mêmes quantités considérées 
dans IVtal 2 : on aura, 

t u 2 -.= w, — aO 

(3) J v t = r, - Ae 

( tr t — ic l — vO 
(«) KiHcmioFF, Mécanique, 15 e leçon. 
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et, d'après les formules (9) du n° 55, 

!dc t — dx x -t- \(*dx t -f prfy, -f- vrfx,) 
</;, = cte â -h *{*dx % -+- ?/y â -h ^c/j,} 

en désignant toujours par X, u t v, 6 les composantes de la discontinuer «H 
la vitesse de pro|>agalion rapportées à l'état initial (c'est-à-dire à l'état ér U 
région i ; et par a, ?, y les cosinus directeurs de la normale à Tonde. 

11 vient donc, en multipliant respectivement les quantités (3) par If* 
quantités (4) 

u $ djr i -t-v i dy i +wdz i -=u l d£ i + r l dy i + u\dz x — *(kdjr % -h prfjf, -+- <iz x 

-h (Xw f -+- fxr, -|- vu»,) (w/x, -+- ^/y, -h T''*i 
— (X« -+- |i* + v»)6 (w/x, 4- ?rfy t -h -cfc,). 

ef* étant considéré comme un infiniment |>etit, les intégrales prises suivant 
Tare A A', par exemple, se réduiront aux différentielles correspondantes. 
LadifTérentiello *ds t -+- $dy t -+- ï^- â . projection normale de Tare A A . ne 
sera autre que 0(//, distance des deux surfaces d'ondes dans l'étal initial. 
L'expression \dx x -\- \idy l -+- vck, se ramènera à la précédente si aoos 
remplaçons >, f*, v pu* leurs valeurs /s, /?, /y (où / est la grandeur d<* la 
discontinuité) : elle sera égale à fidt, |)endanl que /m, -h ^r, -*- .11^ 
représentera /e in (où r â „ désigne, comme au n* l(KI, la composante 
normale de la vitesse dans l'étui 1). La variation de l'intégrale relative à 
A V sera donc 

u t dx x -f p, ^/y, 4- w t dz x — (ii f c/x < H- r â c/y, -h ir, d? t ) 
= »î(' + l » - r âJi } rf/, 

si nous supposons, pour fixer les idées, que la propagation a lieu de U 
région 1 vers la région 2 et que, par conséquent, les molécules atteinte* 
par Tonde passent de l'élat 1 à l'éîat I. 

L'intégrale relative à \\\\ aura une expression tout analogue, mais prit* 
en signe contraire. 

M. lis dans l'expr s*ion (2 . nous pouvons aussi évaluer la différente de» 

valeur* de ., aux |»oinls A et A 7 ou aux points H et H ; k l'aide 

des formules (3> Il viendra ainsi, comme au n" 257, 



I *iLr_ r5 + " " I 



Wi-u - - 



2 ' 
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La variation iolale de la circulation, c'est-à-dire la somme des expres- 
sions (2) et (5), sera dès lors égale au produit de dt par la quantité 

(6) Pl _p, +W .(£ + i) 

relative au point A, diminuée de la quantité analogue relative au point B. 
Utilisons maintenant les formules 

'-£-«• 

t=-;p(P,-P*) 
du n° 250. La quantité (6) devient 
(T) „ = P ,_ P| _S S -A(i + l). 

Il est clair, dans ces conditions, qu'une fois le contour C complètement 
passé dans la région 1, la circulation suivant le contour aura augmenté de 
l'intégrale curviligne 



(8) 



fu, 



dans laquelle t représente l'instant où un point quelconque du contour 
aura traversé Tonde, la quantité n correspondante étant calculée au mo- 
ment de ce passage. 

Supposons le contour G très petit et très voisin d'un point déterminé 
de la surface S. Rapportons le à trois axes rectangulaires 0£, Or,, OÇ dont 
les deux premiers soient tangents à S en 0, le troisième normal et dirigé 
vers la région 2. / sera alors une fonction de ?, r it Ç, et il en Fera de même 
de II. L'intégrale (8) pourra s'écrire 

» /■(!!« -S* -S*)- 

On suit que, pour obtenir les composantes du tourbillon, il suffit d'appli- 
quer à la circulation le long d'un contour fermé le théorème de Slokes, de 
manière à la mettre sous la forme 



II: 



(10) / / [p cos (n, £) -+- q cos (n, r,) -h r cos (n, Ç)] dï 
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/où S est une surface fjuelcon<|iie menée par le contour et limitée a cerwh 
tour, el où n est la normale en un point quelconque do S : les quaolib* 
p t 7, r sont alors les composante* cherchées. On aura donc les composant* 
p, q, p du tourbillon additionnel produit par le passage de Tonde en fai- 
sant ce mùme calcul sur l'intégrale (9 : il vient ainsi 

q " i)(ï.O 

D.ll. 

r - Dit. r,)' 

Si, enfin, nous te, ions compte de ce que le contour est infiniment voisin 
de l'nriifine, nous devrons faire -? = — = (puisque les a\e* de* : et 

des r t sont langent* «h S) el *-„ -- .• : d'où enfin le< formules cherchée. 



\ 



1 oll 



(11) • q^- 1 * 11 



' p = o. 



J et r, peuvent être considérés comme des coordonnées curvilignes sur la 
surface S. dont un point quelconque, voisin de 0, peut être substitué i sa 
projection sur le plan tangent en 0. Les vu leurs de p et de q dépendent 
alors uniquement de la distribution des valeurs de II sur S : Il résulte des 
formules (11) qu'ti/ie otule de choc crée toujours des tourbiïons jtar son 
pmstHje si la quantité 11 nest pai confiante sur Conde à chaque inttani. 

Il est d'ailleurs clair que, sur une ond<* prise au hasard. Il tu» sera pas 
constant, à moins que la relation entre la pression et la densité ne soit t-lle 
que telle quantité soit identiquement nulle. Mais c'est ce qui n'aurait liru. 
ainsi qu'il est facile de s'en assurer, que dans le cas, dont nous avons parle 

au n° 111, où serait une fonction linéaire de ». 

? 

Nous avons admis, dans ce qui précède, l'exactitude de la loi de Poisson. 
Si l'on si* plaçait au point de vue d'Ilugoniot, la question (lerdr.til de «oa 
intérêt, |Mn e que les tourbillons, après avoir été modifiés au moment du 
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passage de l'onde, continueraient à s'altérer dans le mouvement continu 
qui suivrait. La quantité k qui figure dans la relation 

devenant, en effet, variable après la discontinuité, la quantité — cesserait 

d'être une différentielle exacte et Ta théorie générale, des tourbillons d'etr 3 
applicable. 

11 est d'ailleurs aisé de calculer, même dans ce cas, la variation instan- 
tanée du tourbillon. Il faut toutefois observer qu'à cette variation instantanée 
viendra s'enjoindre une autre continue. Si donc nous considérons, comme 
tout à l'heure, notre contour C qui met, à traverser l'onde, un certain 
temps x (d'ailleurs très petit en même temps que les dimensions de C), la 
variation qui se sera produite, pendant le temps ?, dans la circulation le 
long de C, sera l'effet combiné des deux causes dont nous venons de parler, 
et non celui de la seule variation instantanée. 

Mais il est aisé de discerner le terme provenant de cette dernière de celui 
qui est dû À la vaiiation continue. Ce dernier est, en effet, de Tordre de £?, 
où S est une aire limitée au contour C : il sera donc infiniment petit par 
rapport à la variation instantanée, qui est de l'ordre de S. 

Dans l'expression ïl A — n B| qui nous fournissait tout à l'heure, au fac- 
teur dt près, la variation élémentaire de circulation, une seule catégorie 
de termes devra être modifiée : ce sont les termes en P. Leur ensemble 
(P, — P,) A — (P, — P t )u devra évidemment être remplacé par la différence 

des valeurs que Ton obtient pour l'intégrale I - - lorsqu'on la prend de B 

en A sur la partie du contour C située dans l'état i ou sur la partie située 
dans l'étal 2. 

Soit menée la surface 2 limitée au contour C, et que nous supposerons, 
pour fixer les idées, constamment composée des mêmes molécules. Soit <r la 
ligne B A suivant laquelle S coupe la surface d'onde S au temps t. Nous 
remplacerons la différence des deux intégrales dont nous venons de parler 
par l'expression 



/(*-*> 



(12) 

En opérant ainsi, nous altérerons la différence en question d'une quan- 
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tîlé de l'ordre do S : celle quantité, dans l'intégrale prise par rapport h t 
dans Tinlorvalle de lemps ", donnera un résultai de l'ordre de Z-. lequel 
devra être négligé d'après ce qui a été dit plus haut. 

Soil .* un paramétre correspondant à un poinl variable sur 9 el croissant 
de B en A, par exemple l'arc de ? compté à partir du point R. Nous pour- 
rons prendre comme coordonnées curvilignes sur 2, l'instant f où une 
molécule quelconque de celle surface est a teinte par Tonde et la valeur de j 
déterminant la position de colle molécule sur la ligne ? correspondante. 
D'après l'hypothèse faite sur la position du plan des ;n, on aura sensible- 
ment 

(13) ï? = 0. * = •. 

et cela en tout point de 2 et à tout instant /, postérieur, mais d'une qiun. 
tité suffisamment petite, à l'intervalle de temps ? (et où, par conséqurot- 
l'aire S, complètement située dans la région I, sera infiniment voi*ine de 
l'onde). 

D'autre part, l'intégrale de la quantité (12), prise par rapport à I est 
évidemment 

Pt *lPt ^lant déterminés pour chaque molécule (ils doivent être, comme 
précédemment, au moment de son passage à travers l'onde) et étant, par 
conséquent, fonctions des coordonnées J, r t1 ; de celte molécule à Tinstiot/,. 

on aura (puisque -- = 0. 

M *{ OS ^ fir t »M {t ~ *' *'' 

Si nous reportons ces valeurs dans l'intégrale (14). il suffira dVmpl<»\er 
le* relations 

- dsiit - — 6 - c«»s >i, t,), ^ 4 dsdl ~ ~ CO s (n, \ 

qui résultent des équations 13, , pour mettre celle-ci sous la forme 1 10 , 



SUR LES TOURBILLONS PRODUITS PAR LES ONDES DE CHOC 3G9 

le coefficient de cos (n, Ç) étant ff ( - ^ -& ) et celui de cos (n, r t ) % 

-î(?ï-ê*)-°"*- 

1< i ap, 1 &p, a fp.-P, /< . i\"|) 



q = 



p, 0; p, ô* Ô?L 2 \?t P.'J 



( 
p = 

où od devra supposer/),, p,, p, et p, liées par la relation adiabatique dyna- 
mique (13) du n° 957. Cette relation permet d'ailleurs de mettre les 
formules précédentes sous la forme 



P = — i i —nr* Cp,"— 1 ^ — P."— 1 *&\ 

* (m — 1)8 \ p * &>) Pl ôij/ 

= — R /f & log *, T »log* t \ 
(m — 1)9 V 1 ' »q "" l,— 5ï~/ 

q (m — 4)9 \ p ' <* " ô;/ 

— R /t d l o 8^« _ t Ù J°K M 
~(m — 1)9 T» ôÇ '• "5| ,/ 

où T|, T, sont les deux températures absolues, pendant que l'on a 

et que R désigne la constante qui figure au second membre dans r équa- 
tion (5) du n° 125. 
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NOTE IV 



SUR LA REFLEXION DANS LE CAS D'UN PISTON FIXE 



Nous avons vu au chapitre IV (n° 180) qu'en cherchant à tenir compte 
k la fois du mouvement préexistant du gaz (ce mouvement étant quelconque) 
et du mouvement du piston, on était conduit à un problème très différent 
de celui qui correspond au cas où le mouvement initial intervient seul et 
d'une difficulté bien plus grande grâce, k cette circonstance que Ton a à 
déterminer une solution de l'équation d'Kuler (équation (46) n* fl YS) par 
des données relatives à une ligne inconnue du plan des £?,. 

Il est cependant un cas particulier qui fait exception et où la question se 
résout sans difficulté, c'est celui où le piston est immobile ou plus géné- 
ralement animé d'un mouvement uniforme). 

Alors en effet à l'extrémité du tube «par exemple pour a — 0) la quantité 

u = ^— :,— *era nulle (ou constante). 

D'autre part, pour u constant et x seul initialement, on a toujours.?* — ut. 

Dans ces condition*, la quantité z définie par la formule «30} *i* 
n° 170 sera nulle. 

Nous a von* donc à déterminer une solution j de l'équation d'Kuler nar 
les conditions suivantes : 

l u j sera nul pour ; -t- t, -_- (ou pour ; -+- t, égal à une cunstanU 
donnée 2 c) ; 

2" l^s valeurs de : seront connues sur une certaine ca»acléri»tiqu* 
r, ~ con^t., à savoir Tonde suivant laquelle le mouvement cherché «* 
raccorde au mouvement initial donné soit 
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Noos avons dît plus haut (ehap. VU) qu'un tel problème tuit pi**itil*4 itl 
déterminé, pourvu que les données précédente* concortleut au |iuiul du 
plan des;T t qui est commun aux deux lignes préoédenle*, o'eal- à-dirtt lur»qun 
Ton donne à r t la valeur % et à ; la valeur $* =- 2 v — %. 

Pour en trouver la solution, travona la seconde oanutérulique i — {j, 
qui passe par ce même point et qui nV»t ttulw que la *yiuélriqna dt* U 
première par rapport à la ligne droilo A représentée par l 9 6«| imtif ut { t f, 
= 2 v. Considérons la solution t de l'équation d'ICutar qui prundj pour 
Tj = r i0 , les valeurs données et pour { ~ î , don valeur* égaU* «t du signât 
contraires aux premières. J'entends par laqua, au point ({ , '/j> * aura un* 
valeur égale et de signe contraire h colin qu'il prend au point /U«; — r,, r lt(l 
symétrique du précédent par rapport a A. 

D'après ce que nous avons vu au n* ITÎt, en nous donnant #î«*i k* 
valeurs de z pour ? = î d'une part, pour /, = % d* l'unira, mm* 4&*f~ 
minons une intégrale de l'équation d'Kuler, 

Or il est clair que cette intégrale prend d** v*Umr* égalai» *À 4* ajgxu» 
contraires en deux points yuelrs/tiqu** feyutétriqujd* J'uu 4* l'aut** j#j 
rapport à A, c'est-à-dire dont le* coordonné** {, h ; É' V *ont liée* pa/ le* 
relations 

(1) ^ =U '" 

La transformation atubi <Lt*tinMr nv <;U*og<' p*u>. «n otfut, l'équation au* 
dérivées partielle et vuaoge le* Aiguë* <U* douuû.* miliaU*. J'uifcqu illi* 
change de signe luraqu'ou \>**+* d'un <;ôté a l'autiv cV A' i : intégral* x, e»t 
nulle sur A : elle représente Ut *<Au(cjm vlwnJUw, toluUoo qui- l\>u delfcr- 
minera par la foruiuU- (40; du u' 199 

Il est aisé de upîtlre eu evickoM ; daui- ii cakul auquel iwur touiioc» 
ainsi amenée. ta puéuoiiiéoj' ci* U> t'eflcxiou botcui. eu utU>J </ . «*/ 1«^ 
valeurs prises pdf i/et ^ iiit#v*;uiuio' Ur iououUr %1 , du h 490, Ioimjh ou 
donne à ; la valent \ *-•' a '. L*' taiioi /. . !..< ii.ii#.il«jui*aU^iJ 4, «ju« i^u^ 
avons écrite il y a un lotiUii- <-<>u«;«p4ju<J «i 
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Si donc, l'état initial du fluide donné étant supposé correspondre à a >0, 
nous considérons une masse fluide toute semblable remplissant la région 
a «< 0, et qui» nous imprimions a ce second milieu un mouvement tel que, 
moyennant les relations (2), on ait (3), l'ensemble du fluide réel et du 
fluide fictif formera une seule masse dont le mouvement satisfera à l'équa- 
tion aux dérivées partielles. Ce mouvement, qui se calculera à partir de 
l'état i ni liai du fluide donné comme il a été expliqué au n* 170, satisfera 
de lui même à la condition x = vt pour a = 0, de sorte que nous pourront 
dans ces conditions supprimer le piston. 

Or chaque molécule du fluide fictif est. a un instant quelconque, symé- 
trique de la molécule correspondante du fluide réel par rapport à la cloison. 

Bien entendu, la solution ainsi obtenue peut être sujette à la difficulté 
signalée h la fin du n* 170 et donner lieu aux singularités considérées 
aux n ' 104 et suivants. 
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Si donc, l'état initial du fluide donné étant supposé correspondre à a >0. 
nous considérons une masse fluide toute semblable remplissant la réfrion 
a -: 0, et que nous imprimions À ce second milieu un mouvement tel que, 
moyennant les relations <2), on ail (3), l'ensemble du fluide réel et du 
fluide fictif formera une seule masse dont le mouvement satisfera à l'équa- 
tion aux dérivées partielles. Ce mouvement, qui se calculera à partir de 
l'état initial du fluide donné comme il a été expliqué au n° 170, satisfera 
de lui même à la condition s = vt pour a = 0, de sorte que nous pourroas 
dans ces conditions supprimer le piston. 

Or chaque molécule du fluide fictif est. À un instant quelconque, symé- 
trique de la molécule correspondante du fluide réel par rapport à la cloison. 

Bien entendu, la solution ainsi obtenue peut être sujette à la difficulté 
signalée h la fin du n* 170 et donner lieu aux singularités considérée* 
aux n°* 104 et suivants. 
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